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ĮVADAS

Matematikos modulių programų 9–10 (gimnazijos I–II) klasėms metodinės rekomendacijos (toliau - Metodinės rekomendacijos) parengtos remiantis projekte Mokymosi krypties pasirinkimo galimybių didinimas 14–19 metų mokiniams, II etapas: gilesnis mokymosi diferencijavimas ir individualizavimas siekiant ugdymo kokybės, reikalingos šiuolaikiniam darbo pasauliui pateikta modulio koncepcija, modulinio ugdymo tikslais, Matematikos modulių 9–10 (gimnazijos I–II) klasėms programomis, Pradinio ir pagrindinio ugdymo bendrosiomis programomis (Lietuvos Respublikos švietimo ir mokslo ministro 2008 m. rugpjūčio 26 d. įsakymas Nr. ISAK-2433) (toliau – Matematikos bendroji programa), Matematikos pagrindinio ugdymo pasiekimų patikrinimo programa (Lietuvos Respublikos švietimo ir mokslo ministro 2010 m. sausio 8 d. įsakymas Nr. V-55), Mokinių pažangos ir pasiekimų vertinimo sampratoje (2004) pateiktais vertinimo ugdymo procese principais, nuostatomis, ir kitais informacijos šaltiniais, skirtais modulinio ugdymo klausimams.
Siekiant didinti mokinių mokymosi krypties pasirinkimo galimybes Matematikos bendroji programa suskirstyta į privalomas, privalomai pasirenkamas ir laisvai pasirenkamas modulių programas.
Privalomosios modulių programos formuoja dalyko pagrindus, matematinį raštingumą, reikalingą pagrindinį išsilavinimą įgijusiam asmeniui.
Privalomai pasirenkamų modulių programas renkasi visi mokiniai, atsižvelgdami į savo polinkius, poreikius, numatydami tolesnę mokymosi kryptį, orientuodamiesi į matematikos mokymosi kursų (bendrojo ar išplėstinio) pasirinkimą 11–12 klasėse.

Laisvai pasirenkami moduliai skirti akademinių polinkių mokiniams, jie orientuoti į gilesnį matematinio mąstymo, komunikavimo ir gebėjimo spręsti teorines problemas ugdymą.
Matematikos modulių programų 9–10 klasėms metodinės rekomendacijos – metodinė priemonė matematikos mokytojams, padėsianti diegti ir įgyvendinti modulinį ugdymą – jį planuoti, organizuoti, vertinti mokinių pasiekimus. Metodinėse rekomendacijose mokytojai ras privalomai pasirenkamų modulių planavimo, mokinių pasiekimų vertinimo, užduočių diferencijavimo pavyzdžių, laisvai pasirenkamųjų modulių teorinę medžiagą ir uždavinių sprendimus, susipažins su modulių programas išbandžiusių mokytojų patirtimi.
MODULIŲ PROGRAMŲ ĮGYVENDINIMAS: UGDYMO PLANAVIMAS, UGDYMO ORGANIZAVIMAS IR VERTINIMAS

Planavimas. Mokiniai privalomai pasirenkamojo modulio pakraipą (akademinę ar taikomąją) renkasi pagal savo individualiai suvokiamus matematikos mokymosi poreikius ir mokymosi gebėjimus. Akademiniai moduliai yra matematiškesnės pakraipos moduliai su labiau teoriniu pasiekto matematinio tikrovės ir teorijos suvokimo lygio įtvirtinimu, gilinimu ir teorinių metodų panaudojimu, o taikomieji moduliai skirti mokiniams, kurie sunkiau įgyja akademinių žinių per tradicines matematikos pamokas. Akademinių ir taikomųjų modulių turinys mažai skiriasi teminiu požiūriu, pagrindinis jų skirtumas – ugdyme taikomi metodai, atitinkantys skirtingų poreikių ir galimybių mokinių interesus. Pagrindinis šių modulių tikslas – stiprinti privalomuosiuose (branduolio) moduliuose įgytus specialiuosius matematikos gebėjimus, plėtoti bendrųjų kompetencijų ugdymą ir formuoti supratimą, kad pagrindinis mokymosi mokykloje tikslas yra ne žinių kaupimas atmintyje, o gebėjimas jas panaudoti tolesniame gyvenime.
Modulinis mokymas suteikia daugiau galimybių mokiniui individualizuoti matematinio ugdymo(si) procesą, mokymosi veiklos programą ir leidžia mokiniui rinktis tinkamus mokomosios medžiagos įsisavinimo būdus, išbandyti įvairias sėkmingo matematikos mokymo(si) strategijas, išsiaiškinti stipriąsias ir tobulintinas matematikos mokymo(si) sritis, būtinas tolesniam mokymui(si) bei profesinei veiklai. Tačiau vien modulinio mokymo įdiegimas neužtikrins ugdymo(si) sėkmės. Gerų rezultatų galima pasiekti tik mokytojui atsakingai planuojant ir organizuojant ugdymo(si) procesą.
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Ugdymo proceso modelis (adaptuota pagal Geoffrey Petty)

Mokytojas pirmiausia išsiaiškina, ką turėtų jo mokiniai išmokti, kokius gebėjimus ir nuostatas išsiugdyti – kelia tikslus ir uždavinius, tada suplanuoja veiklas pamokose, moko – vykdo planą ir, klausdamas savęs bei mokinių, kaip pavyko padaryti tai, kas suplanuota, vertina tikslo ir plano realumą. Mokymo plano (moduliui ar pamokai) rengimo logika galėtų būti tokia:

1. Suformuluoti tikslus ir uždavinius (atsižvelgiant į mokinių jau pasiektą lygį, modulių programose išdėstytus reikalavimus mokinių žinioms ir supratimui, gebėjimams, nuostatoms, mokomosios medžiagos tinkamumą ugdyti vienokius ar kitokius gebėjimus, nuostatas ir pan.).

2. Išrinkti iš programos reikalavimus ugdomiems gebėjimams, atitinkančius kiekvieną iš trijų mokinių pasiekimų lygių, ir apibrėžti laukiamą rezultatą.

3. Tikslo pasiekimui numatyti mokomąją medžiagą, ir priemones.

4. Numatyti konkrečias ugdymo(si) strategijas, formas, metodus.

6. Nustatyti rezultatų pasiekimo lygio vertinimo kriterijus ir formas.


Organizavimas. Įvadinėje modulio pamokoje rekomenduojama aptarti su mokiniais modulio programą: aptarti tikslus, akcentuoti tai, ko jie turėtų išmokti, ką turėtų gebėti atlikti, kokias vertybines nuostatas išsiugdyti; paaiškinti, kaip mokinių įgytus gebėjimus galės realizuoti savo gyvenime, kuo kiekvienas ugdymosi pasiekimas bus naudingas ateityje; supažindinti su vertinimo sistema, kriterijais, pateikti modulio vertinimo uždavinių pavyzdžių. Įvadinės modulio pamokos pavyzdžių rasite Metodinių rekomendacijų 1 priede.
Privalomai pasirenkamuose moduliuose ugdomi nauji gebėjimai labai tampriai siejasi su žemesnėse klasėse ir einamosios klasės privalomuosiuose (branduolio) moduliuose įgytais gebėjimais, todėl prieš pradedant mokyti naujo modulio labai svarbu nustatyti mokinių pasiekimų lygį. Tuomet darbas vyks sklandžiau ir labiau atitiks mokinių poreikius: vieni gal gilins mokymąsi, didins mokomosios medžiagos apimtį, o kitiems gali tekti sugrįžti ir prie prasčiau įsisavintų dalykų. Rekomenduotume organizuoti diagnostinį savarankišką darbą modulio pradžioje. Diagnostinio darbo rezultatai leis įvertinti modulio plano įgyvendinimo realumą, o reikalui esant planą koreguoti. Kaip interpretuoti diagnostinio darbo rezultatus? Mokytojui reikalinga operatyvi informacija, kuria remiantis jis žinos, kokie uždaviniai atitinka mokinių jėgas, kokie uždaviniai sekasi sunkiau. Vienas iš rezultatų analizavimo būdų galėtų būti nustatymas kokie diagnostinio darbo uždaviniai klasės mokiniams buvo sunkūs, vidutiniai ar lengvi. 2007 m. nacionalinio mokinių pasiekimų tyrimo dalykinėje ataskaitoje teigiama: ,,Sunkiu uždaviniu laikytinas uždavinys, kurį išsprendė mažiau nei 30 proc. mokinių, lengvu – kurį išsprendė daugiau nei 70 proc. mokinių, o vidutinio sunkumo – kurį išsprendė daugiau nei 30, bet mažiau nei 70 proc mokinių“
.
Įvertinus klasės mokinių pasirengimo lygį galima geriau parinkti mokomąją medžiagą ir metodus, numatyti ugdymo diferencijavimo ir individualizavimo galimybes. Pedagoginėje literatūroje klasės, kurios ir geba, ir nori dirbti, yra vadinamos puikiai pasirengusiomis. Klasės, kurios turi gebėjimų, bet nenori arba nori, bet nesugeba dirbti, yra vidutiniškai pasirengusios, o tos, kurios nesugeba ir nenori (aba jaučiasi nesaugiai), yra nepakankamai pasirengusios. Tačiau modulinis mokymas skatina mokytoją galvoti jau ne tik apie visos klasės pasirengimą, o apie individualaus mokinio pasirengimą mokytis.
Modulio eigoje mokytojas gali objektyviau nustatyti mokinio pasirengimo lygį, įvertindamas:

· dalykines žinias ir patyrimą;

· gebėjimus;

· patirtį mokantis aktyvaus mokymosi metodais;

· norą dalyvauti;

· norą išbandyti naujus dalykus;

· norą imtis atsakomybės.

Privalomai pasirenkamų modulių programų turinys padeda mokiniui atskleisti naujų žinių sąsajas su turimomis, parodyti įgytų žinių teorinį, tarpdalykinį ir praktinį pritaikomumą. Renkantis modulių programas įvyksta mokinių savaiminis pasiskirstymas į tam tikras grupes, turinčias grupės narių panašią mokymosi motyvaciją. Labai svarbus modulinio mokymo organizavimo momentas yra mokymo(si) užduočių, atitinkančių mokinio poreikius ir galimybes, parinkimas. Atlikdamas konkrečią užduotį mokinys demonstruoja tam tikrus gebėjimus ir mąstymo procesų rezultatus. Modulių programų suskirstymas į privalomas, privalomai pasirenkamas ir laisvai pasirenkamas, skirtingos paskirties modulių organizavimas įpareigoja mokytoją išmanyti matematikos gebėjimų sritis ir gebėjimus, kuriuos šios sritys apima. Savaime suprantama, kad privalomai pasirenkami taikomieji moduliai orientuoti į matematikos taikymo gebėjimų ugdymą, o akademiniai ir laisvai pasirenkamieji – į matematinio mąstymo ugdymą. Todėl trumpai priminsime matematikos gebėjimų sritis ir gebėjimus, kuriuos šios sritys apima.
 

1. Matematinės žinios. Šios žinios apima faktus, procedūras bei sąvokas, kurias pagal numatomą programą mokinys turi žinoti. Kuo daugiau šios medžiagos mokinys žino, tuo daugiau turi potencialo įvairioms probleminėms situacijoms nagrinėti bei savo matematiniam suvokimui vystyti ateityje. Konkrečios žinios yra matematinio mąstymo pagrindas.
2. Matematikos taikymai. Šiuo atveju ypač svarbus mokinio gebėjimas pritaikyti žinias bei suvokimą probleminėje situacijoje. Šis gebėjimas išryškėja sprendžiant uždavinius, kuriuose yra sukonstruotos realios gyvenimo situacijos arba tiesiog matematine kalba pateikti klausimai. Taikymo gebėjimams tirti dažniausiai naudojamos įprastos, rutininės mokiniams gerai pažįstamos situacijos. Mokiniams tereikia susieti turimas žinias su konkrečiais uždaviniais ir atsirinkti tinkamą jų sprendimą.

3. Matematinis mąstymas. Matematinis mąstymas susijęs su sprendimais ne tik kasdienių problemų, bet ir sudėtingesnių, apimančių nepažįstamas situacijas, kompleksinius kontekstus bei susidedančių iš daugelio atskirų dalių. Matematinis mąstymas – tai gebėjimas logiškai, sistemiškai samprotauti. Jis apima tiek intuityvų, tiek indukcinį argumentavimą, paremtą įprastais, gerai žinomais pavyzdžiais, sprendžiant neįprastas užduotis. Uždaviniai, kuriuos sprendžiant reikia pademonstruoti matematinio mąstymo gebėjimą, dažniausiai yra daugiasluoksniai, sprendžiami palaipsniui, norint susidoroti su jais prireikia žinių iš kelių skirtingų matematikos sričių.
Mokinių pasidalijimas į panašių interesų turinčias grupes yra palankus naudoti aktyviuosius ugdymo(si) metodus. Taikant aktyviuosius ugdymo metodus, mokymosi iniciatyva ir atsakomybė už rezultatus, kurios iš pradžių priklauso mokytojui, palaipsniui perduodamos mokiniams, pamažu įtraukiant juos į ugdymosi planavimą, savo pažangos stebėjimą, dalyvavimą savo pasiekimų vertinime. Mokinių dalyvavimą mokyme(si) ir išmokimą skatinančių metodų pavyzdžiu gali būti matematikos kūrybinės užduotys, projektiniai darbai, padedantys mokiniui įvairiapusiškai atsiskleisti. Mokytojas ir mokinys iš anksto susitaria dėl vertinimo kriterijų, kurie apima ne tik matematikos žinias ir gebėjimus, bet ir mokinių darbštumą, kruopštumą, iniciatyvumą, aktyvumą, kūrybingumą, savarankiškumą, santykius , su grupe ir pan. Mokytojui teks ieškoti būdų, kaip organizuojant matematikos taikomuosius ir akademinius modulius rasti kelią prie skirtingų poreikių, mokymosi stilių, suvokimo galimybių, nevienodos patirties mokinių. Įdomių kūrybinių užduočių pavyzdžių ir daug naudingos informacijos apie projektinio darbo struktūrą, maketavimą, pristatymą ir vertinimą galima rasti leidinyje ,,Mokslas ant pakylos“

Vertinimas. Išsiaiškinus modulio tikslus, suplanavus darbą pamokose, modulio mokymo(si) eigoje ir mokytojui, ir mokiniui labai svarbus grįžtamasis ryšis, kurio informacija remiantis planuojami tolesni veiklos žingsniai, formuluojami uždaviniai.

Tik savalaikė, pakankamai greita ir operatyvi grįžtamoji informacija padės tobulinti ugdymo ir ugdymosi strategijas. 

Tradiciškai mokytojas buvo vienintelis, turintis teisę vertinti mokinį. Mokydamiesi vadovėlio skyrius mokiniai rašydavo savarankiškus, kontrolinius darbus, kurių įvertinimais remdamasis mokytojas parašydavo galutinį trimestro ar pusmečio pažymį. Vertinimas buvo paprastas mokytojui ir suprantamas tėvams. Tačiau buvo nemažai atvejų, kai parašytu pažymiu norima perteikti informacija išaiškėdavo per vėlai, kai jau buvo pasibaigęs mokymosi laikas ir realios pagalbos besimokančiajam suteikti neįmanoma. Moduliniame mokyme vertinimas žymiai sudėtingesnis. Pirmiausia iš mokytojų reikalaujama gerai pažinti mokinį ir jo vertinimą planuoti, į savo pažangos stebėjimą ir vertinimą įtraukti mokinį, iš anksto mokinį supažindinant su vertinimo kriterijais ir terminais. Antra, mokytojas pats turi nuolat vertinti savo darbo sėkmingumą, ieškoti grįžtamosios informacijos apie tai ir prireikus keisti mokymo planą bei metodus.

Yra daug vertinimo rūšių. Moduliniame mokyme dažniausiai taikomos šios vertinimo rūšys: diagnostinis, formuojamasis, neformalusis, kaupiamasis (mokinio veiklos įvertinimo), formalusis ir apibendrinamasis. Trumpai priminsime apie kiekvieną iš jų.

Diagnostinis vertinimas – vertinimas modulio pradžioje, siekiant išsiaiškinti mokinio pasiekimus ir numatyti tolesnio mokymosi galimybes, suteikti pagalbą įveikiant sunkumus. Nebūtinai vertinama pažymiu. Šio vertinimo informacija nesiremiama sprendžiant apie mokinių veiklą – ja remiamasi, mokinius skirstant į darbo grupes, renkantis mokymo strategiją ir būdus.

Formuojamasis vertinimas – nuolatinis vertinimas ugdymo proceso metu, kuris padeda numatyti mokymosi perspektyvą, pastiprinti daromą pažangą, sudaro galimybes mokiniams ir mokytojams geranoriškai bendradarbiauti (mokytis padedantis vertinimas). Nepriskiriamas formaliojo vertinimo tipui. Nevertinamas pažymiu.

Neformalusis vertinimas – vertinimas, kuris vyksta nuolat: stebint, susidarant nuomonę, kalbantis, diskutuojant. Įvertinimas fiksuojamas mokytojo pasirinkta forma (ženklais, simboliais, individualiomis pastabomis ir kt.). Šis vertinimas nedaro įtakos galutiniam vertinimui pažymiu.
Kaupiamasis vertinimas (mokinių veiklos vertinimas) – tai vertinimas, kurio metu mokinio galutinis pažymys sukaupiamas pagal mokytojo parengtus ir su mokiniu aptartus kriterijus. Kaupiamieji įvertinimai konvertuojami į pažymius.
Formalusis vertinimas – vertinimas, kai skiriamos tam tikro formato užduotys, numatomas joms atlikti reikalingas laikas, užduotys įvertinamos formaliais kriterijais, įvertinimas fiksuojamas.

Apibendrinamasis vertinimas naudojamas baigus modulį. Jo rezultatai formaliai patvirtina mokinio pasiekimus modulio programos pabaigoje. Būtinai vertinama pažymiu.

Vertinimas mokiniui yra svarbus mokymosi motyvacijos skatulys. Siekiant padidinti ugdymo sėkmės galimybes mokinius būtina iš anksto (ne tik prieš apklausą) supažindinti su pasiekimų vertinimo kriterijais. Turbūt kiekvienas pritartume teiginiui, kad darbas atliekamas geriau, jei iš anksto žinomi reikalavimai rezultatui. Vertinimo kriterijai turi būti suprantami mokiniams, leidžiantys jiems susidaryti aiškų ugdymosi vaizdą ir suvokti laukiamą rezultatą. Modulio programas išbandę mokytojai teigė, kad nelengva iš anksto sudaryti mokinių pasiekimų vertinimo kriterijus, kad jau modulio mokymosi pradžioje galima būtų juos pateikti mokiniui. Be to, mokytojui tenka vienaip formuluoti vertinimo kriterijus sau (pedagogams įprastomis sąvokomis), kitaip – mokiniui. Šiose Metodinėse rekomendacijose rasite vertinimo kriterijų pavyzdžių, vadinamų Mokinių pasiekimų lygių požymiais mokytojams ir mokiniams. Mokinių pasiekimų lygių požymiai mokytojams aprašomi ugdomais gebėjimais, o mokiniui – uždavinių pavyzdžiais, kad būtų lengviau suvokti. Tik suvokdami vertinimo kriterijus mokiniai gebės planuoti mokymąsi, stebėti savo daromą pažangą, įsivertinti savo veiklą ir rezultatus. 

Mokymesi ir vertinime svarbu refleksija arba savianalizė, kai kritiškai stebima savo paties veikla ir renkama informacija apie patirtį, t. y. apie savo elgseną, vertybes, veiklos ir/ar mokymosi tikslus. Mokinių pažangos įsivertinimo pavyzdžių rasite Metodinių rekomendacijų 2 priede.
Galutinį modulio įvertinimą galėtų sudaryti modulio baigiamojo kontrolinio darbo ir kaupiamojo pažymio aritmetinis vidurkis. Kaupiamasis pažymys – tai savarankiškų darbų, namų darbų, atsakinėjimo žodžiu ir pan. vertinimų aritmetinis vidurkis. Projekto dalyvių ir ekspertų baigiamųjų kontrolinių darbų pavyzdžių rasite Metodinių rekomendacijų 3 priede.
	Kaupiamasis pažymys
	a

	Baigiamojo kontrolinio darbo pažymys
	b

	Modulio įvertinimas
	[image: image1.png]at+h







Privalomai pasirenkamuosiuose moduliuose nauji gebėjimai ugdomi remiantis jau turimomis žiniomis, todėl mokant privalomai pasirenkamų modulių susidaro palanki situacija vykdyti neilgus projektinius darbus, padedančius mokiniui tobulinti turimus matematinius gebėjimus, juos taikyti kasdieniame gyvenime ir ugdytis naujus gebėjimus. Pavyzdžiui, moduliuose A – 2 „Finansinio raštingumo elementai. Statistika. Tikimybių teorija“ ir T – 2 „Planuojame, renkame duomenis, kombinuojame, tikimės...“ tobulinami procentų skaičiavimo įgūdžiai. Procentų skaičiavimą galima būtų papildyti ekonominių terminų, paplitusių gyvenime (paskola, pirkimas išsimokėtinai, kaupiamieji fondai, paprastosios, sudėtinės palūkanos ir pan.) įsisavinimu. Tai padėtų ugdytis šiuolaikiniam žmogui būtiną mokinių finansinį raštingumą. Mokytojo nukreipiami ir vykdydami projektinius darbus mokiniai mokytųsi lyginti bankų siūlomas metines palūkanas, aiškintis į kurį banką dėti indėlį, įvertinti parduotuvėse siūlomą pirkimą išsimokėtinai (pabrangimas 0%), gilintis į paskolų studijoms sąlygas ir t. t..
Mokinio, atlikusio projektinį darbą, galutinį modulio vertinimą galima modeliuoti taip:

	Kaupiamasis pažymys
	a

	Projektinis darbas
	b

	Baigiamojo kontrolinio darbo pažymys
	c

	Modulio įvertinimas
	[image: image2.png]at+b+c






1. REKOMENDUOJAMA MODULIŲ ORGANIZAVIMO SEKA

Matematikos mokymuisi 9–10 kl. planuojama skirti 240 val.:

9 klasėje – 3 val. per savaitę, 10 klasėje – 4 val. per savaitę.
Matematikos veiklos sritys susietos vidiniais ryšiais, matematikos mokymuisi būdingas nuoseklumas, todėl privalomieji moduliai sunumeruoti. Siūlytume pateikto modulių eiliškumo nekeisti.
9 – 10 klasėse privalomai pasirenkamų modulių galima mokyti:

a) lygiagrečiai su branduolio moduliais (1 lentelė);

b) nuosekliai – išėjus branduolio modulius (2 lentelė).
Kadangi laisvai pasirenkamų modulių programoms įsisavinti mokiniui reikėtų ilgesnio laiko, siūlytume laisvai pasirenkamus modulius organizuoti lygiagrečiai su privalomais ir privalomai pasirenkamais moduliais. Dviejų siūlomų laisvai pasirenkamų modulių mokymo eiliškumą mokytojai gali rinktis atsižvelgdami į mokinių pasiekimus. 

Mokinys, baigęs taikomojo modulio programą, gali tęsti mokymąsi pagal akademinio modulio programą ir atvirkščiai.

1 lentelė

	9 (gimnazijos I) klasė

	Privalomosios
modulių
programos
	B-1, 18 val.

Veiksmai realiųjų skaičių aibėje
	B-2, 18 val.
Plokštumos geometrija
	B-3, 18 val.
Lygtys ir lygčių sistemos
	B-4, 18 val.

Funkcija. Funkcijų y=kx+b, y=k/x ir y=ax
[image: image3.wmf]2

+bx+c grafikai

	Privalomai pasirenkamos taikomųjų modulių programos
	T-1, 18 val.

Geometrija kasdieniniame gyvenime
	T-2, 18 val.

Planuojame, renkame duomenis,

kombinuojame,tikimės...

	Privalomai pasirenkamos akademinių modulių programos
	A-1, 18 val.

Geometrinių sąryšių paieška
	A-2, 18 val.
Finansinio raštingumo elementai.

Statistika. Tikimybių teorija

	Laisvai pasirenkama modulio programa
	L-1, 36 val.

Raskite vieną ar daug skaičių – ar tai įmanoma: kaip ir kodėl?

	10 (gimnazijos II) klasė

	Privalomosios
modulių
programos
	B-5, 17 val.

Nelygybės. Nelygybių sistemos

	B-6, 17 val.

Racionalieji reiškiniai ir jų pertvarkiai
	B-7, 17 val.
Racionaliosios lygtys.
Lygčių sistemos,
kurių viena lygtis yra netiesinė
	B-8, 17 val.

Erdvės geometrija
	B-9, 17 val.

Pagrindinio ugdymo matematikos kurso sisteminimas
	B-10, 17 val.
Sprendimo strategijos paieška

	Privalomai pasirenkamos taikomųjų modulių programos
	T-3, 17 val.

Funkcijų savybių taikymas nagrinėjant realias situacijas
	T-4, 17 val.

Kasdieninių situacijų aprašymas lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis

	Privalomai pasirenkamos akademinių modulių programos
	A-3, 17 val.

Problemų sprendimas, taikant funkcijų savybes


	A-4, 17 val.

Situacijų aprašymas matematiniais modeliais (lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis)

	Laisvai pasirenkama modulio programa
	L-2, 34 val.
Kampai, ilgiai ir plotai


2 lentelė

	9 (gimnazijos I) klasė

	Privalomosios
modulių
programos
	B-1, 18 val.Veiksmai realiųjų skaičių aibėje
	Laisvai pasirenkama modulio programa

L-1, 36 val.

Raskite vieną ar daug skaičių – ar tai įmanoma: kaip ir kodėl?

	
	B-2, 18 val.Plokštumos geometrija
	

	
	B-3, 18 val.Lygtys ir lygčių sistemos

	

	
	B-4, 18 val. Funkcija. Funkcijų y=kx+b, y=k/x ir y=ax
[image: image4.wmf]2

+bx+c grafikai
	

	Privalomai pasirenkamos modulių programos
	Taikomieji moduliai
	Akademiniai moduliai
	

	
	T-1, 18 val.Geometrija kasdieniniame gyvenime
	A-1, 18 val.Geometrinių sąryšių paieška
	

	
	T-2, 18 val.Planuojame, renkame duomenis, kombinuojame,tikimės...
	A-2, 18 val.Finansinio raštingumo elementai.

Statistika. Tikimybių teorija
	

	10 ( gimnazijos II) klasė

	Privalomosios
modulių
programos
	B-5, 17 val.Nelygybės. Nelygybių sistemos
	Laisvai pasirenkama modulio programa

L-2, 34 val.
Kampai, ilgiai ir plotai

	
	B-6, 17 val.Racionalieji reiškiniai ir jų pertvarkiai
	

	
	B-7, 17 val. Racionaliosios lygtys.Lygčių sistemos,kurių viena lygtis yra netiesinė
	

	
	B-8, 17 val.Erdvės geometrija
	

	
	B-9, 17 val.Pagrindinio ugdymo matematikos kurso sisteminimas
	

	
	B-10, 17 val. Sprendimo strategijos paieška
	

	
	Taikomieji moduliai
	Akademiniai moduliai
	

	Privalomai pasirenkamos modulių programos
	T-3, 17 val.

Funkcijų savybių taikymas nagrinėjant realias situacijas
	A-3, 17 val.

Problemų sprendimas, taikant funkcijų savybes
	

	
	T-4, 17 val.

Kasdieninių situacijų aprašymas lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis
	A-4, 17 val.

Situacijų aprašymas matematiniais modeliais (lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis)
	


2. PRIVALOMAI PASIRENKAMIEJI MODULIAI

2.1. MODULIS T – 4 ,,KASDIENINIŲ SITUACIJŲ APRAŠYMAS LYGTIMIS, NELYGYBĖMIS, JŲ SISTEMOMIS“
2.1.1. Modulio mokymo planas
Šio modulio mokymosi nuostata: pastebėti, kad tam tikrą situaciją galima aprašyti formule, lygtimi ar nelygybe; įsitikinti, kad matematikos reikia kitiems dalykams ir realiam gyvenimui; suprasti, kad taikant matematiką, daugumą gyvenimiškų problemų galima lengvai įveikti.

Uždaviniai:

Baigę šį modulį mokiniai gebės:

· spręsti paprastas racionaliąsias lygtis;

· keitimo būdu spręsti paprastas lygčių sistemas, kurių viena lygtis pirmojo, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio arba racionalioji;

· užrašyti uždavinio sąlygoje pateiktus sąryšius lygtimi ar nelygybe ir ją išspręsti;

· užrašyti uždavinio sąlygoje pateiktus sąryšius lygčių ar pirmojo laipsnio nelygybių sistema ir ją išspręsti;
· patikrinti, ar gautasis sprendinys(iai) atitinka uždavinio sąlygą.

Mokymo ir mokymosi turinys:

	Bendrieji gebėjimai

	Žinios ir supratimas
	Taikyti paprastas standartines procedūras ir algoritmus sprendžiant lygtis, nelygybes, lygčių ir nelygybių sistemas.

	Matematinis komunikavimas
	Perskaityti (arba išklausyti) ir suprasti paprastą matematinį tekstą ar uždavinio sąlygą, sprendimą, taisyklę. Tinkamai vartoti terminus bei žymenis sąvokoms, ryšiams tarp jų nusakyti. Nagrinėti uždavinio sąlygą, nurodyti, kas yra žinoma ir ką reikia rasti, į kokį klausimą reikia atsakyti.

	Matematinis mąstymas
	Ištaisyti savo darbą atsižvelgiant į išsakytas pastabas ar pagal teisingo darbo pavyzdį. Išsiaiškinti darbe padarytas klaidas, jas ištaisyti, nustatyti, kodėl jos buvo padarytos.

	Problemų sprendimas
	Išnagrinėti ir įvertinti anksčiau įgytas žinias ir gebėjimus naujai įgytų žinių ir gebėjimų kontekste. Perskaičius paprastą matematinį tekstą, išskirti, kas yra žinoma iš anksčiau, o kas yra nauja.


	Turinys
	Gebėjimai
	Laikas

(val.)
	Individualizavimas ir diferencijavimas
	Integravimas
	Metodai
	Vertinimas

	Įvadinė pamoka „Ko ir kaip mokysimės, kaip būsime

vertinami?“
	Planuoti savo veiklą.

Matematiškai komunikuoti.
	1
	
	
	Pamoka-paskaita, pokalbis,

savarankiškas darbas
	Diagnostinis 

	Paprastų racionaliųjų lygčių sprendimas.
	Paaiškinti, ką reiškia išspręsti lygtį, ką vadiname jos sprendiniu, kaip užrašomas sprendinys. 

Patikrinti, ar rastas skaičius yra duotosios lygties sprendinys.

Atpažinti lygtį (pirmojo laipsnio, kvadratinę, racionaliąją) ir pasirinkti tinkamą sprendimo algoritmą.
	3
	Pateikti lygčių, kurių sprendimas apima nuo vieno loginio žingsnio iki kelių, siekiant padėti mokiniui įsivertinti savo kompetencijas ir išsikelti realius tikslus.

Pateikti lygčių, kuriose koeficientai yra tik sveikieji skaičiai, ir lygčių, kuriose yra racionaliųjų skaičių.
	Vidinis vertikalus su 7 – 9 klasėse matematikoje įgytais gebėjimais.
	Aiškinimas,

pratybos,

darbas porose,

konsultavimas.


	Formuojamasis, padedantis mokiniui mokytis, kasdien pasitikrinti, kiek išmoko ir kiek dar reikia išmokti, norint pasiekti tikslą.

Neformalus.

	Paprastų tekstinių uždavinių sprendimas, sudarant racionaliąsias lygtis.
	Mokėti nagrinėti paprastą tekstą, sudaryti pagal jį racionaliąją lygtį ir ją išspręsti.

Paaiškinti, kodėl rastas lygties sprendinys yra (arba nėra) uždavinio atsakymas.
	4
	Pagal galimybes tekstą iliustruoti piešiniu, schema, grafiku, atsižvelgiant į mokinio mokymosi stilių.

Parinkti uždavinių iš artimos mokiniams aplinkos.

Pateikti struktūruotų uždavinių pavyzdžių.
	Vidinis horizontalus su moduliuose B – 6 ir B – 7 įgytais gebėjimais ir išorinis horizontalus su fizika ir ekonomika.
	Aiškinimas,

pratybos, konsultavimas,

savarankiškas darbas.
	Formuojamasis, padedantis mokiniui mokytis ir kasdien pasitikrinti, kiek išmoko ir kiek dar reikia išmokti, norint pasiekti tikslą.

Kaupiamasis, 

formalusis.

	Paprastų tekstinių uždavinių sprendimas sudarant nelygybes su vienu nežinomuoju.
	Spręsti nelygybes su vienu nežinomuoju ir jų sistemas. Žinoti, ką vadiname jų sprendiniais. Patikrinti, ar skaičius yra nelygybės (ar pirmojo laipsnio nelygybių sistemos) sprendinys.

Pavaizduoti nelygybės (ar pirmojo laipsnio nelygybių sistemos) sprendinius skaičių tiesėje, užrašyti juos intervalu.

Iš paprastos uždavinio sąlygos sudaryti ir išspręsti nelygybę.
	2
	Pateikti nelygybių, kuriose yra tik sveikieji skaičiai, ir nelygybių, kuriose yra racionaliųjų skaičių.

Paprašyti užrašyti didžiausią (mažiausią), natūralųjį, sveikąjį teigiamą (neigiamą) sprendinį.
Teksto nagrinėjimui naudoti piešinį, schemą ar grafiką.
	Vidinis horizontalus su 8 klasėje ir B – 5 modulyje įgytais gebėjimais ir išorinis horizontalus su fizika, ekonomika, biologija.
	Aiškinimas,

pratybos, 

pokalbis, 

konsultavimas, 

frontali žodinė apklausa.
	Formuojamasis, skatinantis mokinio tobulėjimą.

Neformalusis.

Kaupiamasis.



	Paprastų tekstinių uždavinių sprendimas, sudarant lygtis, lygčių su vienu nežinomuoju sistemas.
	Paprastą situaciją aprašyti lygčių sistema, kurios viena lygtis yra pirmojo laipsnio, o kita – ne aukštesio kaip antrojo arba racionalioji; ją išspręsti keitimo būdu ir atrinkti uždavinio sąlygą tenkinančius sprendinius.
	4
	Tekstą iliustruoti pagal mokinio mokymosi stilių, sprendimo eigą pateikti struktūruojant.

Patenkinamo pasiekimų lygio mokiniai, sprendžia lygčių sistemas, kuriose koeficientai yra natūralieji ir sveikieji skaičiai.
	Vidinis horizontalus su 

B –3, B –6, 

B – 7 moduliuose įgytais gebėjimais ir išorinis su realiomis gyvenimiško-mis situacijomis.
	Aiškinimas.

pratybos,
konsultavimas,
darbas porose,

darbas grupėmis,

probleminis mokymas.
	Formuojamasis, padedantis mokiniui suprasti, kad matematika reikalinga daugeliui ūkio sričių.

Neformalusis.

	Modulio žinių sisteminimas.

	Klasifikuoti problemas, sprendžiamas sudarant lygtis, nelygybes ar jų sistemas.

Apibendrinti paprastų standartinių problemų sprendimo etapus, pakartoti sprendimo algoritmus.
	1
	Pateikti tą patį gebėjimą ugdančių skirtingų sudėtingumo lygių užduočių rinkinius.
	Vidinė modulio
	Darbas grupėse (to paties pasiekimų lygio).
	Formuojamasis

	Žinių patikrinimas.
	
	1
	Užduotyje pažymėti patenkinamo lygio užduotis.

Pateikti struktūruotų uždavinių.

Pateikti sprendimo atmintinę patenkinamo pasiekimų lygio mokiniams (reikalui esant).
	
	Kontrolinis darbas.
	Apibendrinamasis

	Modulio mokymo(si) refleksija.
	Atlikti kontrolinio darbo klaidų analizę ir ištaisyti klaidas.
	1
	Pasiūlyti įdomesnių užduočių mokiniams, gavusiems aukščiausią įvertinimą ir nedaug suklydusiems.
	
	Konsultavimas, 

darbas grupėse.
	Įsivertinimas




	2.1.2. Diagnostinis savarankiškas darbas (20 – 25 min.)



	1. Kurie iš užrašų: 2x + 5; x2 – 1 = 0; 0 = 5x; [image: image6.png]


 = 7; 2(5x + 3) – 9 yra

a) lygtys; b) reiškiniai?
	

	2. a) Ar skaičius 2 yra lygties 3x + 1 = 7 sprendinys?

b) Kodėl skaičius –1 nėra lygties x2 + 1 = 0 sprendinys?
	

	3. Išspręskite lygtis:
	a) 4 + 2x = 6;

d) 16 – x2 = 0;
	b) (x – 2)(4 + x) = 7 – x(3 – x);

e) [image: image8.png]



	c) x2 + 3x + 2 = 0;

f) [image: image10.png]8+x

o





	4. Išspręskite nelygybes: a) 2 – x < 6; b) x2 – 2x – 8 ≤ 0.
	

	5 Išspręskite lygčių ir nelygybių sistemas: a) [image: image12.png]


  b) [image: image14.png][ 3x > —15,
6x — 12 < 0.





	


2.1.3. Mokinių pasiekimų lygių požymiai
	Lygis

Gebėjimai
	Patenkinamas
	Pagrindinis
	Aukštesnysis

	Žinios ir supratimas
	Geba spręsti paprasčiausias tiesines, kvadratines lygtis ir lygčių sistemas, kurių abi lygtys – pirmojo laipsnio ir bent vienoje iš jų koeficientas prieš nežinomąjį lygus 1. 

Moka patikrinti, ar gautas skaičius yra lygties sprendinys, o skaičių pora – lygčių su vienu nežinomuoju sistemos sprendinys.

Žino, kaip spręsti paprasčiausią lygtį, kurios pavidalas A(x) · B(x) = 0 ir 
A(x) / B(x) = 0.

Sprendžia paprasčiausias nelygybes ir jų sistemas. Moka sprendinius pavaizduoti skaičių tiesėje ir užrašyti juos intervalu. Atlieka pagrindines standartines procedūras (kai kurias procedūras atlieka pagal analogus).
	Sprendžia ax2 = b ir ax3 = b (a, b > 0) pavidalo lygtis.
Moka spręsti lygčių sistemas, kai viena lygtis pirmojo, o kita ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio arba racionalioji.

Paprasčiausią tekstą modeliuoja nelygybe.

Taiko racionaliąsias lygtis ir lygčių sistemas su dviem nežinomaisiais paprastoms realioms situacijoms aprašyti, atrenka lygties sprendinius, tenkinančius sąlygą.
Savais žodžiais interpretuoja ir aiškina sąvokas, sprendimus, logines išvadas.

Bando pagrįsti gautus rezultatus.
	Modeliuoja paprastą aprašytą situaciją racionaliąja lygtimi, nelygybe ar lygčių sistema su dviem nežinomaisiais,vertina aprašytą situaciją.

	Komunikavimas
	Sunkiai formuluoja klausimus. Sudėtinga pasakyti, ko nemoka. Nors žinios fragmentiškos, bet su mokytojo pagalba atlieka paprasčiausias užduotis.
	Randa vadovėlyje reikiamą medžiagą ir ją taiko. Teisingai ir aiškiai perteikia pagrindines mintis, tačiau trūksta tikslumo, išsamumo, kartojasi.
Beveik neklysta spręsdamas struktūruotas užduotis.
	Tinkamai vartoja terminus bei žymenis sąvokoms, ryšiams tarp jų nusakyti. Padeda draugams reikšti mintis, rasti tinkamas sąvokas, žymenis.

	Mokėjimas mokytis
	Mokinys atlieka tik tai, kas pavesta, menkai pasitiki savo jėgomis. Pamokoje pasyvus. Nesuinteresuotas tobulinti savo matematikos žinias
	Supranta matematikos žinių svarbą, bet sunkiai įsitraukia į aktyvią veiklą pamokoje. Teigiamai vertina savo daromą pažangą ir didžiuojasi savo tobulėjimu.
	Jaučia atsakomybę už mokymosi rezultatus. Mokymąsi planuoja. Teigiamai vertina savo daromą pažangą ir didėjančius gebėjimus. Žino, kur galės naudotis matematikos žiniomis.

	Problemų sprendimas
	Randa ir pasako atskirus faktus, bet nesugeba jų susieti tarpusavyje. Sunkiai sudaro lygtį pagal pateiktą tekstą.

Painioja pateiktus duomenis, todėl atsakymą retai gauna teisingą.
	Pagal paprasčiausią tekstą sudaro lygtį ir žino, ką sužinos ją išsprendęs, tačiau sprendimo etapai kartais nepilnai susiejami, todėl sprendimas tarsi nutrūksta. Žino pagrindinius teiginius ir procedūras, taiko jas paprasčiausioms praktinėms problemoms spręsti.
	Uždavinio sąlygoje nustato sprendimui reikalingus ir nereikalingus duomenis, reikalingus tinkamai panaudoja. Demonstruoja standartinį mąstymą įprastame kontekste. Nustato pagrindinius sąryšius tarp reiškinių bei objektų. Taiko gebėjimus praktinio turinio paprasčiausioms problemoms spręsti.


2.1.4. Pasiekimų lygių požymiai mokiniui 
Patenkinamo pasiekimo lygio stulpelyje pateikti uždaviniai, kuriuos turėtų mokėti spręsti visų pasiekimų lygių mokiniai. 

Pagrindinio pasiekimo lygio stulpelyje pateikti uždaviniai, kuriuos turėtų mokėti spręsti pagrindinio ir aukštesniojo pasiekimų lygių mokiniai.

	Gebėjimas
	Patenkinamas
	Pagrindinis
	Aukštesnysis

	Spręsti paprastas racionaliąsias lygtis.
	Lygtys:

2x + 1 = 5;
5(x – 4) = 20;

[image: image16.png]©+3



 = 2;
x2 – 3x + 2= 0;

9 – x2 = 0;

[image: image18.png]


 = 1.
1. Moku patikrinti, kurios lygties sprendinys yra skaičius 1.

2. Galiu suskirstyti lygtis į:

a) pirmojo laipsnio su vienu nežinomuoju; 

b) kvadratines;
c) racionaliąsias.

3. Galiu išspręsti šias lygtis.
	1. Žinau, kaip spręsti pirmojo laipsnio su vienu nežinomuoju, kvadratinę ir paprastas racionaliąsias lygtis.
2. Aš sugebu spręsti tokias lygtis:
1) –7 + 9x = 2x + 6;
2) –2(–1 + 2x) +4x = 1 – (x –5);

3) [image: image20.png]n



 – 4x = 0,5x – 24;
4) – 6x + x2= – 5;
5) [image: image22.png]



6) 3x – [image: image24.png]


 = 0.
	1. Nustatau, kokia nežinomojo x reikšmė negali būti lygties [image: image26.png]



sprendiniu.
2. Moku suprastinti reiškinius:

1) [image: image28.png]


 ∙ [image: image30.png]


; 2) [image: image32.png]


; 3) [image: image34.png]



3. Aš sugebu spręsti tokias lygtis:

1) [image: image36.png](B3x+1)*—-3(x+1)=0



;

2) [image: image38.png]25—

vy





3) [image: image40.png]2=



 = [image: image42.png]


;

4) [image: image44.png]


 + [image: image46.png]


 = 1.

	Tekstinių uždavinių sprendimas sudarant racionaliąsias lygtis.
	1. Žinau, kaip užrašyti reiškiniu dydį, trim vienetais didesnį už duotąjį ir tris kartus didesnį už duotąjį; dviem vienetais mažesnį už duotąjį ir du kartus mažesnį už duotąjį.

2. Galiu užrašyti reiškiniu, kurią darbo dalį atlieka žmogus per vieną dieną, jei visą darbą atlieka per x dienų. Žinau kad visas atliktas darbas laikomas 1.

3. Pagal uždavinio sąlyga gebu nustatyti kokias reikšmes gali įgyti nežinomasis, žymintis pvz. atstumą, laiką, greitį, žmonių skaičių ir pan.
4. Teiginį užrašau lygtimi ir ją išsprendžiu:

1) skaičių 10 padalinus iš dvigubo skaičiaus x, gaunamas skaičius 5;

2) skaičių, priešingą skaičiui 20, padalinus iš 3 vienetais padidinto skaičiaus x, gauname – 5;

3) skaičiaus 8 ir reiškinio x + 4 dalmuo lygus 1.
	1. Kai uždavinio sąlygoje pasakyta, jog valtis nuplaukė po 3 km upe ir ežeru, upės tėkmės greitis lygus 2 km/h, o valties greitis – x km/h galiu pasakyti, kuris iš reiškinių [image: image48.png]


 , [image: image50.png]


 , [image: image52.png]


 nusako laiką (h), sugaištą plaukiant:

a) ežere; b) upe pasroviui; c) upe prieš srovę.

2. Sudarau lygtį ir išsprendžiu uždavinį, kai man pateiktos sprendimo gairės.
1 uždavinys

Jonas motorine valtimi nuplaukė upe pasroviui 8 km ir 6 km ežeru. Upės tėkmės greitis 2 km/h. Koks valties greitis, jei kelionė truko 2 valandas?

a) Nežinomą dydį – valties savąjį greitį – pažymėkite raide, pavyzdžiui, x.
b) Užrašykite reiškiniu valties greitį pasroviui.

c) Užrašykite reiškiniais laiką, kurį Jonas plauks upe, ir laiką, kurį plauks ežeru.

d) Sudarykite lygtį, remdamiesi tuo, kad kelionė truko 2 valandas.

e) Išspręskite sudarytąją lygtį.

f) Patikrinkite, ar lygties sprendinys tenkina uždavinio sąlygą.

g) Parašykite atsakymą.
2 uždavinys
Du meistrai, dirbdami kartu, gali atlikti darbą per 30 h. Per kiek valandų gali atlikti tą darbą kiekvienas meistras, dirbdamas atskirai, jeigu pirmasis meistras atlikdamas darbą sugaišta 11 h daugiau negu antras ?

a) Visas darbas, kurį turi atlikti abu meistrai yra 1.

b) Nežinomą dydį – laiką, per kurį darbą atliks tarkime antras meistras– pažymėkite raide, pavyzdžiui, x.
c) Užrašykite reiškiniu laiką, kurio reikės atliekant darbą pirmam meistrui.

d) Užrašykite reiškiniais darbo dalis, kurias atlieka kiekvienas meistras per 1 h.
e) Užrašykite reiškiniais darbo dalis, kurias atlieka kiekvienas meistras per 30 h.

f) Sudarykite lygtį remdamiesi teiginiu, kad „dirbdami kartu, abu meistrai gali atlikti darbą per 30 h“.

g) Išspręskite lygtį.

h) Patikrinkite, ar lygties sprendinys tenkina uždavinio sąlygą.

k) Užrašykite atsakymą.
	1. Galiu aprašytai paprastai praktinei situacijai pritaikyti matematinį modelį: užrašyti situaciją racionaliąja lygtimi, ją išspręsti ir atrinkti sprendinius, tenkinančius uždavinio sąlygą.

1 uždavinys

Reikėjo nuplaukti upe pasroviui 4 km ir dar 4 km ežeru. Upės tėkmės greitis 2 km/h. Visa kelionė truko 1 val. 10 min. Apskaičiuokite valties greitį stovinčiame vandenyje (ežere).
2 uždavinys

Kol pripildė baseiną, 2 h vanduo tekėjo pirmu vamzdžiu, po to 4 h – dar ir antruoju vamzdžiu. Antruoju vamzdžiu baseinas pripildomas 1,5 karto greičiau, negu pirmuoju. Per kiek laiko galima pripildyti baseiną kiekvienu vamzdžiu atskirai?

	Iš paprastos uždavinio sąlygos sudaryti ir išspręsti nelygybę.
	1. Galiu išspręsti nelygybes ir jų sistemas:

1) [image: image54.png]



2) [image: image56.png]S5x—3>7x—





3) [image: image58.png]



4)[image: image60.png][4—3x>—5
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2. Moku sudaryti nelygybę, ją išspręsti ir atrinkti nelygybės sprendinius tenkinančius uždavinio sąlygą.

1 uždavinys

Raskite sveiką teigiamą skaičių, kurį padidinus tris kartus, gauname skaičių mažesnį už 6.
2 uždavinys

Sveikąjį neigiamą skaičių padidinus keturis kartus ir atėmus 5 gauname skaičių didesnį už –21.
3. Pritaikau turimas žinias, realioje situacijoje, kur, apskaičiuoju kiek porcijų ledų, kainuojančių po 1,15 Lt, gali nusipirkti mergaitė, jei ji turi 20 Lt ir už juos privalo nupirkti šeimai maisto už 17,25 Lt ir tik už likusius pinigus – ledų.
	1. Sprendžiu nelygybes ir jų sistemas:

1) [image: image62.png]7—x<2(x+3);




2) [image: image64.png]


;

3) [image: image66.png]{ 4x —2 < 3x,
3(1 — 2x) < —4x + 5.





2. Sudarau nelygybę, ją išsprendžiu ir atrenku nelygybės sprendinius, tenkinančius uždavinio sąlygas.

1 uždavinys

Raskite sveiką teigiamą skaičių, kurį padauginus iš tris kartus didesnio skaičiaus atsakymas bus nedidesnis už 12.
2 uždavinys
Dvigubo priešingo skaičiaus x ir 7 suma yra teigiamas skaičius; užrašykite natūraliuosius skaičius, tenkinančius šią sąlygą.
3. Galiu paaiškinti, kokius skaičius galima įrašyti vietoje x, kad nelygybė 

[image: image68.png]


 < 1 būtų teisinga.

4. Nustatau, su kuriomis x reikšmėmis funkcijos y = 2x – 1 grafiko taškai yra ne aukščiau tiesės y = 1 taškų.
	1. Moku spręsti nelygybes ir jų sistemas:
1) [image: image70.png]



2)[image: image72.png]{(x —5)(2x—1) < 16 + 2x7,
4-8(x—30)= —x.




2. Galiu rasti sveikuosius sprendinius, tenkinančius sąlygą: iš sveikojo skaičiaus ir jam priešingo skaičiaus sandaugos atėmus keturgubą pradinį skaičių gauname skaičių didesnį už – 5. 

3. Didžiuojuosi savimi, nes žinau, kaip spręsti tokią užduotį: dvigubą skaičių x sumažinus vienetu, gaunamas skaičius didesnis už 3, bet mažesnis už 7.

4. Moku rasti funkcijos y = x2 –1 argumento reikšmes, su kuriomis funkcijos reikšmė 

y nedidesnė už 3.

	Paprastą situaciją aprašyti lygčių sistema, kurios viena lygtis yra pirmojo laipsnio, o kita ne aukštesnio kaip antrojo arba racionalioji, ją išspręsti keitimo būdu ir atrinkti uždavinio sąlygą tenkinančius sprendinius.
	1. Aš suprantu, kokia yra lygčių sistemos su dviem nežinomaisiais prasmė, žinau, kas yra jos sprendinys, moku patikrinti, ar skaičių pora yra lygčių sistemos sprendinys.

2. Žinau, kaip išspręsti lygčių sistemas:

1) [image: image74.png]



2) [image: image76.png]



3. Žinau, kaip užrašyti lygčių sistema tokią situaciją: Mantė už 3 sąsiuvinius ir 2 pieštukus sumokėjo 13 Lt, o Simas už tokius pat 2 sąsiuvinius ir 1 pieštuką sumokėjo 8 Lt. Kiek kainuoja sąsiuvinis ir kiek kainuoja pieštukas?

a) Pažymėkite x raide sąsiuvinio kainą (Lt), o y raide – pieštuko kainą (Lt).

b) Užrašykite lygtimi sakinį „už 3 sąsiuvinius ir 2 pieštukus sumokėjo 13 Lt“.
c) Užrašykite lygtimi sakinį „už 2 sąsiuvinius ir 1 pieštuką sumokėjo 8 Lt“.

d) Sudarykite lygčių sistemą ir ją išspręskite keitimo būdu.

e) Patikrinkite, ar lygčių sistemos sprendiniai tenkina uždavinio sąlygą.
	1. Sprendžiu lygčių sistemas:

1) [image: image78.png]]
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2) [image: image80.png]



2. Žinau, ką reikia daryti, kai prašoma rasti tiesės x – y = 2 ir parabolės x2 – y = 14 susikirtimo taškų koordinates.
3. Sprendžiu uždavinius sudarydamas lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą.
1 uždavinys

Stačiakampės aikštelės įstrižainė lygi 10m, o ją juosiančios tvoros ilgis yra 28m. Kokie aikštelės matmenys?

Sprendimo gairės

a) Aikštelės matmenis pažymėkite skirtingais nežinomaisiais.

b) Lygtimi užrašykite, kad tvoros ilgis lygus 28 m.

c) Užrašykite lygtimi sąryšį tarp aikštelės matmenų ir įstrižainės ilgio.

d) Sudarykite lygčių sistemą ir ją išspręskite.

e) Patikrinkite ar lygčių sistemos sprendiniai tenkina uždavinio sąlygas.

f) Užrašykite atsakymą.
2 uždavinys

Vyras ir žmona padėjo indėlius į skirtingus bankus. Vyras gaus 16%, o žmona – 20% metinių palūkanų. Po metų jiedu drauge gavo 3520 Lt palūkanų. Jei bankai kitais metais sumažins palūkanas 2%, jie gaus 400 Lt palūkanų mažiau. Kiek litų kiekvienas buvo padėjęs į banką?
	1. Moku išspręsti lygčių sistemą:
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2. Moku nustatyti, kiek bendrų taškų turi tiesė 2x – y = 7 ir hiperbolė [image: image83.png]‘o




3. Aprašant paprastą situaciją lygčių su dviem nežinomaisiais sistema: nurodau ką pažymėjau nežinomaisiais; pagrindžiu (aprašymu, lentele, schema) lygčių sistemos sudarymą; išsprendžiu lygčių sistemą ir atrenku sprendinius, tenkinančius uždavinio sąlygą.
1 uždavinys

Iš uosto tuo pačiu metu išplaukė du

motorlaiviai: vienas – į pietus, o kitas – į rytus. Vienas iš motorlaivių kas valandą nuplaukdavo 3 km daugiau negu kitas. Po 2 h atstumas tarp jų buvo 174 km. Apskaičiuokite kiekvieno motorlaivio greitį.
2 uždavinys

Du autokrautuvai, dirbdami kartu, gali atlikti darbą per 20 h. Per kiek valandų gali atlikti šį darbą kiekvienas autokrautuvas, dirbdamas atskirai, jeigu žinoma, kad antrasis gali jį atlikti 9 valandomis greičiau negu pirmasis?


2.2. MODULIS A – 4 ,,SITUACIJŲ APRAŠYMAS MATEMATINIAIS MODELIAIS (LYGTIMIS, NELYGYBĖMIS, JŲ SISTEMOMIS)”
2.2.1. Modulio mokymo planas
Modulio nuostatos: suprasti, kad matematiniai modeliai yra labai plačiai taikomi sprendžiant problemas; pastebėti, kad tekstą galima interpretuoti, paversti formule; pastebėti, kad tekstuose būna per daug žodžių; įvertinti komunikavimo reikšmę matematikoje.

Uždaviniai:

Baigę šį modulį mokiniai gebės:

· spręsti nesudėtingas racionaliąsias lygtis;

· spręsti nesudėtingas lygčių sistemas, kurių viena lygtis yra pirmojo, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio arba racionalioji;

· konstruoti lygtis, nelygybes ir jų sistemas, remiantis pateiktais loginiais samprotavimais.
	Bendrieji gebėjimai

	Žinios ir supratimas
	Taikyti paprastas standartines procedūras ir algoritmus sprendžiant lygtis, nelygybes, lygčių ir nelygybių sistemas.

	Matematinis komunikavimas
	1. Perskaityti, suprasti bei interpretuoti nesudėtingą matematinį tekstą ar uždavinio sąlygą. Įvairiais būdais pateikti uždavinių sprendimus taip, kad kiti galėtų juos suprasti.

2. Diskutuoti apie tai, koks uždavinio sprendimas ir atsakymas, vieno ar kito teiginio argumentavimas (pagrindimas) bei jų užrašymo būdai laikomi tinkamais.

	Problemų sprendimas
	1. Pasiūlyti kelis užduoties sprendimo būdus ir argumentuojant pasirinkti vieną iš jų.

2. Numatyti galimą sprendimo rezultatą ir pasiūlyti, kaip jį galima būtų patikrinti.

	Mokėjimas mokytis ir domėjimasis matematika
	1. Stebėti savo daromą pažangą.
2. Nustatyti, ar neliko neaiškumų ir ar galima būti užtikrintam(-ai), jog išmokta teisingai.

3. Pasakyti, ką jau moka gerai, ištaisyti nurodytas klaidas.

4. Užduoti klausimų, kad pasitikslintų ar įsitikintų, jog gerai suprato ar gerai atliko užduotį ir turimos žinios teisingai suprastos.


	Turinys
	Gebėjimai

	Laikas
(val.)
	Individualizavimas ir diferencijavimas
	Integravimas
	Metodai
	Vertinimas

	Įvadinė pamoka „Ko ir kaip mokysimės, kaip būsime

vertinami?“
	
	1
	
	
	Pamoka-paskaita, pokalbis, 
savarankiškas darbas.
	Diagnostinis 

	Nesudėtingų racionaliųjų lygčių sprendimas.
	Išreikšti iš formulės (fizikos, chemijos) nurodytąjį dydį.

Spręsti racionaliąsias lygtis, žinoti jų sprendimo algoritmą.
	2
	Pateikti užduotis grupėmis

pagal sudėtingumą, 

kad kiekvienas mokinys galėtų dirbti pagal savo pasiekimų lygį.
	Vidinis horizontalus su 
B –6, B – 7 moduliu ir išorinis horizontalus su fizika ir chemija.
	Aiškinimas, 

Pokalbis,
konsultavimas,
darbas grupėse.
	Formuojamasis, tikrinant mokinių darbą pamokoje ir atliktus namų darbus.

Neformalusis

	Nesudėtingų tekstinių uždavinių sprendimas, sudarant racionaliąsias lygtis.
	Nesudėtingas realaus turinio situacijas modeliuoti racionaliosiomis lygtimis.

Lygties sudarymą pagrįsti: aprašymu, lentele. Išsprendus lygtį argumentuoti, kodėl rastas lygties sprendinys yra (nėra) uždavinio atsakymas.
	4
	Parinkti užduočių, atskleidžiančių teksto nagrinėjimo įvairovę: pasitelkiant iliustravimą, schemas, lenteles, grafikus.


	Vidinis horizontalus su B – 7 moduliu ir išorinis horizontalus su fizika, ekonomika.
	Aiškinimas,
darbas grupėse (pagal pasiekimų lygius),
savarankiškas darbas.
	Formuojamasis.

Neformalus

Kaupiamasis

	Nesudėtingų realių situacijų aprašymas pirmojo laipsnio su vienu nežinomuoju ir kvadratinėmis nelygybėmis.
	Patikrinti, ar skaičius yra nelygybės sprendinys.

Taikyti pirmojo laipsnio su vienu nežinomuoju nelygybės ir kvadratinės nelygybės sprendimo algoritmus. Mokėti užrašyti sprendinius skaičių intervalu.

Nesudėtingas realaus turinio situacijas modeliuoti nelygybėmis su vienu nežinomuoju ar jų sistemomis. Atrinkti sprendinius, tenkinančius nurodytą sąlygą.
	3
	Pateikti nelygybes „sunkėjimo“ tvarka (skaičiai iš N, Z, Q, R aibių).
	Vidinis vertikalus su 8 klase, horizontalus su 
B – 5 moduliu. Išorinis horizontalus su ekonomika, fizika.
	Aiškinimas, 

pratybos, 

konsultavimas,

darbas grupėse (pagal pasiekimų lygius).
	Formuojamasis kiekvienos pamokos metu, padedant mokiniams suvokti, kokių gebėjimų jie įgijo, o kokius dar reikia ugdyti.

	Aprašyti nesudėtingas situacijas lygčių su dviem nežinomaisiais sistemomis, kurių viena lygtis pirmojo laipsnio, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo arba racionalioji.
	Žinoti lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos sprendimo būdus. Patikrinti, ar skaičių pora yra lygties ar lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos sprendinys.

Nesudėtingas situacijas aprašyti lygčių su dviem nežinomaisiais sistema, kurių viena yra pirmojo laipsnio, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo arba racionalioji, ją išspręsti.
	4
	Nestandartines užduotis struktūruoti.

Pateikti sugrupuotus uždavinius ir leisti rinktis uždavinių rūšį (judėjimą, darbo ir kt.).

	Vidinis horizontalus su 
B –3, B –6, 
B – 7 moduliais ir horizontalus su fizika, ekonomika.
	Aiškinimas.

pratybos,
konsultavimas,
darbas porose,

darbas grupėmis,

probleminis mokymas.
	Formuojamasis, vykdant apklausą, vertinant klasės ir namų darbus.

	Modulio žinių sisteminimas.
	Apibendrinti paprastų standartinių problemų sprendimo etapus, pakartoti sprendimo algoritmus
	1
	
	Vidinė modulio
	Darbas grupėse


	Formuojamasis

	Žinių patikrinimas.
	
	1
	Užduotys parenkamos nuo paprasčiausių iki nesudėtingų.
	
	Kontrolinis darbas
	Apibendrinamasis

	Modulio refleksija.
	Atlikti kontrolinio darbo klaidų analizę ir jas ištaisyti.
	1
	Pasiūlyti įdomesnių užduočių mokiniams, gavusiems aukščiausią įvertinimą ir nedaug suklydusiems.
	
	
	Įsivertinimas




	2.2.2. Diagnostinis savarankiškas darbas (20 – 25 min.)


	1. Paaiškinkite kodėl 0,5x + 8x2 = 0 yra lygtis, o [image: image85.png]


 nėra lygtis?

	2. Ar –1 yra lygčių a) [image: image87.png]i1



 – 4 = 0; b) x2 + x – 2 = 0 sprendinys? Atsakymus pagrįskite

	3. Išspręskite lygtis:
	a) [image: image89.png]


 = 1;
d) [image: image91.png]<" -3¢

Tix



 = [image: image93.png]



	b) 1,5(2x – 3) – 4(x -0,5) = – 2x – 2,5;
e) x – [image: image95.png]


 = 3.
	c) x2 + 144 = – 24x;


	4. Išspręskite nelygybes: a) 11 – 3x > 12 – 6x; b) x2 + 3x < 0; c) 3x2 – 2x – 1 ≥ 0.

	5 Išspręskite lygčių ir nelygybių sistemas: a) [image: image97.png]2(x-1)>x+7,

{x*B >3(x+2);



  b) [image: image99.png]{xz+xy - yi=11.






2.2.3. Mokinių pasiekimų lygių požymiai
	Lygis

Gebėjimai
	Patenkinamas

	Pagrindinis
	Aukštesnysis

	Žinios ir supratimas
	Sprendžia paprastas tiesines, kvadratines, pavidalo ax2 = b; ax3 = b (a, b > 0) lygtis ir paprasčiausias racionaliąsias lygtis.

Geba savais žodžiais paaiškinti,

ką reiškia išspręsti lygtį, ką vadiname jos sprendiniu, kaip patikriname, ar skaičius yra lygties sprendinys.

Sprendžia lygčių su dviem nežinomaisiais sistemas, kai viena lygtis yra pirmojo laipsnio, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio.
Supranta, kokia yra lygčių sistemos su dviem nežinomaisiais prasmė, žino, kas yra jos sprendinys, moka patikrinti, ar skaičių pora yra lygčių sistemos sprendinys.
Sprendžia paprasčiausias nelygybes,

sprendinius pavaizduoja skaičių tiesėje ir užrašo juos intervalu. Atlieka pagrindines standartines procedūras (kai kurias procedūras atlieka pagal analogus).
	Sprendžia lygčių su dviem nežinomaisiais sistemas, kai viena lygtis yra pirmojo laipsnio, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio arba racionalioji.
Sprendžia paprasčiausias nelygybes ir jų sistemas. Geba atrinkti tam tikras sąlygas tenkinančius lygties, nelygybės, nelygybių sistemos sprendinius. 
Taiko racionaliąsias lygtis, nelygybes jų sistemas ir lygčių su dviem nežinomaisiais sistemas paprastoms realioms situacijoms aprašyti, atrenka lygties sprendinius, tenkinančius sąlygą.
	Modeliuoja nesudėtingą aprašytą situaciją nelygybe, nelygybių sistema, racionaliąja lygtimi ar lygčių su dviem nežinomaisiais sistema, vertina aprašytą situaciją, pasirenka optimaliausią sprendimo variantą, atrenka lygties sprendinius, tenkinančius sąlygą.

	Komunikavimas
	Moka nusakyti lygties ir nelygybės sprendinį(ius). Paaiškina, kodėl vienas ar kitas skaičius yra (nėra) sprendinys. Savo mintis pailiustruoja sprendimu tik standartinėse situacijose.
	Uždavinio sąlygą, grafinį teksto iliustravimą, schemą paaiškina žodžiais. Naudoja tinkamus terminus ir simbolius. 

Be klaidų atlieka standartines procedūras. Teisingai ir aiškiai perteikia pagrindines mintis, tačiau trūksta nuoseklumo, išsamumo arba glaustumo, racionalumo, kartojasi arba ,,šokinėja” mintys.
	Lygties ar lygčių sistemos sudarymą paaiškina logiškais sakiniais. 

Sprendime nėra loginių klaidų.

Veiksmingai, nuosekliai, tiksliai, taisyklingai perteikia uždavinio sprendimą.

	Mokėjimas mokytis
	Paprastai atlieka tik tai, kas pavesta. Silpnas žinių ir gebėjimų pasitikrinimas. Norui pasiekti geresnių rezultatų trukdo žemesnių klasių matematikos žinių spragos. Trūksta valios dirbti papildomai.
	Supranta, kad be matematikos nepasieks trokštamų rezultatų ir kituose dalykuose. Stengiasi pagilinti savo matematines žinias. Vertina mokytojo ir klasės draugų teikiamą pagalbą.
	Domisi matematika, pasitiki savo jėgomis, taiko įgytas žinias kituose mokomosiuose dalykuose. Dalyvauja konkursuose ir olimpiadose. Padeda draugams mokytis matematikos. Pastebi klaidas ir žino, kaip jas ištaisyti.

	Problemų sprendimas
	Susidūręs su problemomis, kurias atpažįsta pagal žinomą kontekstą, jas išsprendžia. Jei kontekstas nežinomas, išspręsti problemą sunkiai sekasi. Pateikia tam tikrus rezultatus, nepagrįstus loginiais samprotavimais. Atsakymo neargumentuoja arba neinterpretuoja jo pradinės sąlygos kontekste.
	Problemų sprendimo strategijos ne visada tinkamai parinktos. Trūksta racionalaus sprendimo, aiškių ir konkrečių išvadų, tikslių formuluočių.

Problema lyg ir išspręsta, tačiau nepilnai susieti sprendimo etapai, dėl ko sprendimas tarsi nutrūksta ar nepadaroma galutinė išvada.
	Demonstruoja savarankiškumą, minčių originalumą. Galutinės išvados tikslios ir logiškos. Problemos sprendimas racionalus ir veiksmingas.


2.2.4. Pasiekimų lygių požymiai mokiniui 
Patenkinamo pasiekimų lygio stulpelyje pateikti uždaviniai, kuriuos turėtų mokėti spręsti visų pasiekimų lygių mokiniai.
Pagrindinio pasiekimų lygio stulpelyje pateikti uždaviniai, kuriuos turėtų mokėti spręsti pagrindinio ir aukštesniojo pasiekimų lygių mokiniai.

	Lygis

Gebėjimas
	Patenkinamas
	Pagrindinis
	Aukštesnysis

	Spręsti nesudėtingas racionaliąsias lygtis.
	x (x – 1) + 18 = x (x + 5);
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y2 + 3 = 4y;
7x2 – 7x(x + 2) = 8;
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1. Nespręsdamas lygties moku patikrinti, kurios iš aukščiau parašytų lygčių sprendinys yra skaičius 3.
2. Galiu suskirstyti lygtis į:

a) pirmojo laipsnio su vienu nežinomuoju;
b) kvadratines; 

c) racionaliąsias.

3. Galiu išspręsti šias lygtis. 
	1. Žinau pirmojo laipsnio, kvadratinių, racionaliųjų lygčių sprendimo algoritmus ir taikau juos spręsdamas lygtis:

1) –7(x + 2) = 14x + 21;

2) 0,5[image: image111.png]


 – 1,5x = 0;

3) [image: image113.png]r
—x
-



 – 5 = 0;

4) 15[image: image115.png]8x+ 18





5) (x + 5)2 = 0;
6) [image: image117.png]



7) [image: image119.png]



8) [image: image121.png]



	1. Moku spręsti iš pažiūros gana sudėtingas lygtis:

1) [image: image123.png]“x+ 2(20-6)= 12(x + 3);




2) (2x + 0,5)2–(3x + 2)2 = 0;

3) x – 5 = [image: image125.png]



4) [image: image127.png]



5) [image: image129.png]3x+e





6) [image: image131.png]w42+l
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	Spręsti realaus turinio uždavinius, sudarant racionaliąsias lygtis. Atrinkti uždavinio sąlygas tenkinančius sprendinius.
	1. Moku situaciją užrašyti racionaliąja lygtimi ir išspręsti lygtį, kai pateikta sprendimo schema.
1 uždavinys

Dvi draugės nuravi daržą per 2 valandas. Per kiek valandų daržą nuravėtų Onutė, jei Marytė tą daržą gali nuravėti per 5 valandas?

a) Visas daržas, kuri reikia nuravėti laikomas 1.

b) Nežinomą dydį – laiką (h), per kurį daržą nuravės Onutė, – pažymėkite raide, pavyzdžiui, x.
c) Užrašykite reiškiniais darbo dalis, kurias atlieka kiekviena mergaitė per 1 valandą.

d) Užrašykite reiškiniais darbo dalis, kurias atlieka kiekviena mergaitė per 2 valandas.

e) Sudarykite lygtį, remdamiesi teiginiu „dvi draugės nuravi daržą per 2 valandas“.

f) Išspręskite sudarytąją lygtį.

g) Patikrinkite, ar lygties sprendinys tenkina uždavinio sąlygą.

h) Parašykite atsakymą.
	1. Galiu aprašytai paprastai praktinei situacijai pritaikyti matematinį modelį: užrašyti situaciją racionaliąja lygtimi.

1 uždavinys

Kiekvieną minutę dviratininkas nuvažiuoja 500 m mažiau negu motociklininkas, todėl 120 km atstumą jis važiuoja 2 h ilgiau. Apskaičiuokite dviratininko ir matociklininko greičius.

2 uždavinys

Dvi siuvėjos, dirbdamos kartu, gali atlikti užsakymą per 10 dienų. Po 7 bendro darbo dienų viena siuvėja buvo perkelta į kitą darbą, o užsakymą baigė kita siuvėja dar po 9 darbo dienų. Per kiek dienų atliktų tą užsakymą kiekviena siuvėja, dirbdama atskirai?

2. Sprendžiant nustatau pasirinktų nežinomųjų galimų reikšmių sritis, todėl nereikia tikrinti netinkančių pagal uždavinio sąlygą sprendinių teisingumo.
	1. Modeliuoju nesudėtingą aprašytą situaciją racionaliąja lygtimi. Sprendžiant uždavinius, tinkamai pažymiu nežinomuosius, nustatau jų galimų reikšmių sritis, pagrindžiu lygties sudarymą ir atrenku sprendinius, tenkinančius uždavinio sąlygą.
1 uždavinys

Išbandžius du variklius paaiškėjo, kad pirmasis sunaudojo 300 g, o antrasis – 192 g benzino, nors antrasis veikė 2 h trumpiau negu pirmasis. Pirmasis variklis per valandą sunaudojo 6 g benzino daugiau negu antrasis. Kiek benzino per valandą sunaudoja kiekvienas variklis?
2 uždavinys
Netaisyklingosios trupmenos skaitiklis 4 vienetais didesnis už vardiklį. Jei tos trupmenos skaitiklį sumažintume 4 vienetais, o vardiklį padaugintume iš 2, tai gautume trupmeną, vienetu mažesnę už pirmąją. Raskite pradinę trupmeną.

	Iš nesudėtingos uždavinio sąlygos sudaryti ir spręsti pirmojo laipsnio nelygybes su vienu nežinomuoju ir jų sistemas, kvadratines nelygybes.
	1. Moku sudaryti nelygybę, nelygybių sistemą, ją išspręsti ir atrinkti nelygybės sprendinius, tenkinančius uždavinio sąlygą.

1 uždavinys

Raskite natūraliąsias m reikšmes, su kuriomis reiškinys 2(m + 1) – 3(m –2) įgyja teigiamas reikšmes.
2 uždavinys

Raskite dvigubos nelygybės 
–23 < 4x+1<17 sveikuosius sprendinius.

3 uždavinys

Nurodykite, su kuriomis b reikšmėmis dvinario 3 – 2b reikšmės priklauso intervalui (–9; –1) QUOTE 
.
4 uždavinys
Stačiakampio kraštinės ilgis lygus 10 cm. Koks turi būti kitos stačiakampio kraštinės ilgis, kad stačiakampio perimetras būtų mažesnis už perimetrą kvadrato, kurio kraštinė lygi 15 cm?
	1. Moku išspręsti nelygybes ir nelygybių sistemas:
a) [image: image134.png]



b) [image: image136.png]6x — x>+ 12 < 0;





c) [image: image138.png]



2. Galiu aprašytai paprastai praktinei situacijai pritaikyti matematinį modelį: užrašyti situaciją nelygybe ar nelygybių sistema.

1 uždavinys

Jei prie dviženklio lyginio skaičiaus pridėsime jo pusę, tai gautoji suma bus didesnė už 117, bet mažesnė už 123. Raskite šį dviženklį skaičių.
2 uždavinys

Boružė per 15 minučių žole nuropoja mažiau negu 6 metrus, o ropodama takeliu 10 cm/min didesniu greičiu negu žole, per [image: image140.png]


 h nuropoja ne mažiau kaip 8 metrus. Kokiu greičiu boružė gali ropoti žole?
3 uždavinys

Kokią didžiausią sveiką reikšmę gali įgyti stačiakampio plotis, jei jo ilgis du kartus didesnis už plotį, o perimetras mažesnis už perimetrą kvadrato, kurio kraštinės ilgis 15 cm?
	1. Moku išspręsti nelygybių sistemas:
[image: image142.png]x*-14x+45 <0,
2)
2x-3>4;
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2. Žinau, kaip reikia spręsti, ir išsprendžiu uždavinį pagal pateiktą sąlygą.

1 uždavinys

Jei turistas per dieną nuplauktų 5 km daugiau, tai per 5 dienas įveiktų daugiau kaip 90 km. Jei turistas per dieną nuplauktų 5 km mažiau, tai per 6 dienas įveiktų mažiau kaip 90 km. Kiek kilometrų turistas galėjo nuplaukti per dieną?
2 uždavinys

Kiek toli gali nuplaukti turistai, kad kelionėje užtruktų ne ilgiau kaip 8 valandas, jei plauks motorine valtimi upe prieš srovę, o paskui pasroviui atgal? Upės tėkmės greitis 2 km/h, o valties savasis greitis 20 km/h.
3 uždavinys

Parašyti trys vienas po kito einantys lyginiai skaičiai. Trečiojo ir pirmojo skaičių kvadratų skirtumas mažesnis už 50, o visų trijų skaičių suma didesnė už 16. Raskite tuos skaičius.

	Aprašyti nesudėtingas situacijas lygčių su dviem nežinomaisiais, swistemomis, kurių viena lygtis pirmojo laipsnio, o kita – ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio arba racionalioji.
	1. Galiu išspręsti lygčių sistemas:
[image: image146.png]
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2. Žinau, kaip rasti koordinates taškų, kuriuose kertasi parabolė 
y = 2x2 – 6x +1 ir tiesė y = 2x – 5. Neklystu užrašydamas sprendinius, galiu grafiškai pavaizduoti pateiktą sąlygą ir taip pagrįsti gautų sprendinių teisingumą.

3. Aš moku spręsti tokias užduotis, sudarant lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą.

1 uždavinys

Raskite du skaičius, jei jų suma lygi 34, o sandauga lygi 288.
2 uždavinys
Dviejų traukinių greičiai sutinka kaip 
2 : 3. Antrasis traukinys 36 km atstumą nuvažiuoja 30 minučių greičiau negu pirmasis. Raskite greitesniojo traukinio greitį (km/h).

3 uždavinys

Statinė per vieną čiaupą pripildoma vandens per 12 minučių, o visas vanduo iš pilnos statinės per kitą čiaupą išbėga per 20 minučių. Per kiek laiko prisipildys tuščia statinė, jei jos abu čiaupai bus atsukti vienu metu?
	1. Sprendžiu lygčių sistemas:

a) [image: image150.png]



b) [image: image152.png]



2. Nebraižant grafiko, žinau, kaip rasti koordinates taškų, kuriuose susikerta tiesė x + y – 4 = 0 ir hiperbolė y = [image: image154.png]


. Išsprendęs užduotį galiu pasakyti, kuriuose koordinačių plokštumos ketvirčiuose yra susikirtimo taškai.

3. Žinau, kaip nebraižant grafiko įrodyti, kad tiesė y = x – 4 ir parabolė 
y = x2– 5x + 5 turi vieną bendrą tašką. Randu to taško koordinates.

4. Aprašau paprastas realias situacijas lygčių sistema su dviem nežinomaisiais.

1 uždavinys

Stačiojo trikampio statinių ilgių skirtumas lygus 5 dm. Jei ilgesnįjį statinį pailgintume 4 dm, o trumpesnįjį sutrumpintume 8 dm, tai gauto trikampio įžambinė būtų tokio pat ilgio, kaip ir pradinio. Raskite pradinio trikampio statinių ilgius.
2 uždavinys
Jonas ir Petras, dirbdami kartu, nupjautų žolę per 6 valandas. Jonas, dirbdamas vienas, nupjautų žolę 5 valandomis greičiau nei Petras. Per kiek laiko nupjautų žolę Jonas ir Petras, jei dirbtų atskirai?
3 uždavinys

Likus 70 km iki galinės stoties, traukinys vėlavo 10 min. Kad atvyktų laiku į galinę stotį, jis padidino greitį 10 km/h. Kokiu greičiu traukinys važiavo paskutinius 70 km?
	1. Moku išspręsti lygčių sistemas:

a) [image: image156.png]



b) [image: image158.png]



2. Aprašant nesudėtingą situaciją lygčių su dviem nežinomaisiais sistema: nurodau ką pažymiu nežinomaisiais; pagrindžiu (aprašymu, lentele, schema) lygčių sistemos sudarymą; išsprendžiu sistemą ir atrenku sprendinius, tenkinančius uždavinio sąlygą.

1 uždavinys

Dviženklio skaičiaus skaitmenų sandauga tris kartus mažesnė už patį skaičių. Jei prie to skaičiaus pridėtume 18, gautume skaičių, užrašytą tais pačiais skaitmenimis, tik atvirkščia tvarka. Raskite pradinį skaičių. (Šio uždavinio sprendinių pagrindimui man praverčia žinios apie skaičius ir skaitmenis).

2 uždavinys

Jei paprastosios trupmenos skaitiklį pakeltume kvadratu, o iš vardiklio atimtume 1, tai gautume trupmeną, lygią 2. Jei iš tos pačios trupmenos skaitiklio atimtume 1, o prie vardiklio pridėtume 1, tai gautume trupmeną, lygią [image: image160.png]


. Raskite pradinę trupmeną.

3 uždavinys

Turistas [image: image162.png]


 viso kelio važiavo automobiliu, o kitą dalį plaukė kateriu. Katerio greitis 20 km/h mažesnis negu automobilio. Automobiliu turistas važiavo 15 minučių ilgiau, negu plaukė kateriu. Iš viso turistas nukeliavo 160 km. Koks automobilio greitis ir koks – katerio?

4 uždavinys

Du dažytojai, dirbdami kartu, darbą atliko per 2 dienas. Jei pirmasis būtų dirbęs 2 dienas, o antrasis – vieną dieną, būtų atlikta [image: image164.png]


 viso darbo. Per kiek dienų gali atlikti tą darbą kiekvienas dažytojas, dirbdamas atskirai?

5 uždavinys

Du darbininkai, dirbdami kartu, gali išvalyti baseiną per 12 dienų. Po 8 bendro darbo dienų vienas jų susirgo ir darbą baigė kitas, išdirbęs dar 5 dienas. Per kiek dienų gali išvalyti baseiną kiekvienas iš šių darbininkų, dirbdamas atskirai?


2.2.5. Pamokos plano pavyzdys
Pamokos situacijos aprašymas

Mokiniai jau moka spręsti racionaliąsias lygtis ir lygčių su dviem nežinomaisiais sistemas, kuriose viena lygtis pirmojo laipsnio, o antra – ne aukštesnio kaip antrojo. Pamokoje bus siekiama mokyti taikyti įgytus racionaliųjų lygčių sprendimo gebėjimus naujame (judėjimo problemos sprendimo) kontekste ir ugdyti racionaliųjų lygčių sudarymo gebėjimus, skatinti domėtis ekologija; ugdyti darbo nuoseklumą, tikslumą ir tvarkingumą.

Tema: Judėjimo uždavinių sprendimas sudarant racionaliąsias lygtis.

Tikslas: ugdyti racionaliųjų lygčių sudarymo gebėjimus nagrinėjant judėjimo uždavinius.
Uždaviniai:

Mokiniai gebės:

1) užrašyti raidiniu reiškiniu valties greitį pasroviui ir prieš srovę, kai žinomas valties greitis ir upės srovės greitis;

2) užrašyti raidiniu reiškiniu judančio kūno greitį, kai jis padidinamas arba sumažinamas tam tikru dydžiu;

3) išreikšti vieną iš dydžių s, v, t kitais dviem, kai s – kelias, v – greitis, t – laikas;

4) modeliuoti lygtimi pateiktą judėjimo situaciją;

5) nustatyti galimas pasirinkto nežinomojo reikšmes;

6) stebėti lygties sudarymo teisingumą pagal dydžių s, v, t matavimo vienetų dermę;

7) išrinkti racionaliosios lygties sprendinius, atitinkančius uždavinio sąlygos turinį;
8) pagrįsti lygties sudarymą (aprašant žodžiais ar lentele).
Tipas: mišrusis.

Metodai ir būdai: mokytojo aiškinimas; minčių lietus; pratybos; darbas poromis; darbas grupėse; konsultavimas.
Naudota literatūra ir šaltiniai:

Matematika tau +. Uždavinynas. 10 klasei. – Vilnius: TEV, 2010.
Matematika 10. Uždavinynas. – Vilnius: TEV, 2001.
Pamokos eiga
	Pamokos dalys
	Laikas
	Mokytojo veikla
	Mokinių veikla

	Organizacinė dalis
	1 min

	
	

	Namų darbų tikrinimas
	4 min

	Namų darbams buvo skirta išspręsti racionaliąsias lygtys ir įvairiuose informacijos šaltiniuose (internete, vadovėliuose, geografijos pamokose) sužinoti kodėl ne visose Lietuvos upėse ir ežeruose galima plaukioti motorinėmis valtimis, kokie yra Lietuvos upių srovių greičiai, ar populiarus Lietuvoje susisiekimas vandeniu ir kodėl?
	Vienas mokinys pasako lygčių sprendimo eigą, atsakymą, pagrindžia atsakymo pasirinkimą, o kiti mokiniai tikrinasi, taiso klaidas, užduoda klausimus mokytojui.



	Motyvacinė dalis
	3 min

	Klausimai:

1) koks maždaug būna upės srovės greitis, motorinės valties greitis? Kuris greitis dažniausiai yra didesnis?
2) ar galima visomis upėmis ir ežerais plaukti motorinėmis valtimis, kateriais? Jei galima, tai kuriuose Lietuvos ežeruose? Koks leistinas greitis?

3) ar galima plaustu be irklų upe nuplaukti iš vienos stovyklavietės į kitą ir grįžt? O ežeru?

4) ar galima motorine valtimi, kurios greitis 5 km/h, kalnų upėje, kurios srovės greitis 8 km/h, nuplaukti prieš srovę 2 km?
Pamokos tikslo paskelbimas, veiklos ir vertinimo pamokoje aptarimas.
	Mokiniai diskutuoja ir aptaria surinktą 

namuose informaciją. Atsako į mokytojo pateiktus klausimus.

	Medžiagos pateikimas
	18 min
	1. Praktinės užduotys.

1 užduotis 

1. Skaičių tiesėje trimis spalvomis pavaizduoti situacijas ir atsakyti į klausimą:

a) valtis per valandą nuplaukia 5 km/h. Kokį atstumą per valandą ji nuplaukia upėje, kurios srovės greitis 2 km/h, jei ji plaukia: a) pasroviui; b) prieš srovę?

2 užduotis 

Valties savasis greitis yra 12 km/h. o upės tėkmės greitis 3 km/h.

a) Užrašykite valties greitį pasroviui ir prieš srovę.

b) Kokį atstumą valtis nuplauks pasroviui per 3 valandas?

c) Kiek valandų valtis plauks 18 km prieš srovę?
3 užduotis 

Paprašyti mokinius prisiminti ir užrašyti kelio, greičio ir laiko tarpusavio priklausomybės formulę.
4 užduotis 

Moksleiviams pateikiama lentelė, kurią jie užpildo pasitardami su suolo draugu. Gauti duomenys aptariami su mokiniais.
Dvi upės įteka į ežerą. Valtis išplaukia nuo pirmos upės prieplaukos A ir juda upe pasroviui 36 km iki ežero, po to 19 km ežeru ir 24 km antrąja upe prieš srovę iki prieplaukos B. Žinoma, kad ežeru plaukė 2 valandas, pirmosios upės tėkmės greitis 2,5 km/h, o antrosios upės greitis 1 km/h mažesnis. Apskaičiuokite, kiek laiko truko visa kelionė.












5 užduotis 

Valties savasis greitis 10 km/h, o upės tėkmės greitis x km/h.

a) Užrašykite reiškiniais valties greitį pasroviui ir prieš srovę.

Kokias skaitines reikšmes gali įgyti dydis x ?

b) Užrašykite reiškiniu laiką (h), kurį valtis užtruks plaukdama 12 km upe pasroviui.

c) Užrašykite reiškiniu laiką (h), kurį valtis užtruks plaukdama 15 km upe prieš srovę.

2. Uždavinių sprendimas, sudarant racionaliąsias lygtis.

1 uždavinys
(Mokoma pagrįsti lygties sudarymą aprašant žodžiais).
Valtis, kurios greitis stovinčiame vandenyje yra 5 km/h, per 20 valandų nuplaukė upe 42 km pasroviui ir grįžo atgal. Koks upės tėkmės greitis?

Uždavinio sprendimo planas.
a) Nežinomą dydį – upės tėkmės greitį (km/h) – pažymėkime raide, pavyzdžiui, x. 

b) Reiškiniais užrašykite valties greitį pasroviui ir prieš srovę.

Pagalvokite kokias reikšmes gali įgyti x?
c) Reiškiniais užrašykite laiką (h), kurį valtis plaukė pasroviui ir prieš srovę.

d) Sudarykite racionaliąją lygtį, remdamiesi tuo, kad visa kelionė truko 20 h.

e) Išspręskite sudarytą lygtį.

f) Patikrinkite, ar lygties sprendiniai tenkina uždavinio sąlygą.

g) Parašykite uždavinio atsakymą.

2 uždavinys

(Mokoma pagrįsti lygties sudarymą pildant lentelę).
Turistas nuėjo 12 km ir grįžo tuo pačiu keliu atgal, bet grįžtant jo greitis buvo 2 km/h mažesnis, todėl jis sugaišo 1 h ilgiau. Kokiu greičiu turistas grįžo namo?
Aptarti su mokiniais, kuris lygties sudarymo pagrindimas (aprašant žodžiais ar lentele) jiems atrodo geresnis.
	valties savasis greitis

upės tėkmės greitis (kryptis)
valties greitis upėje

a)



b)


1 užduotis 
Mokiniai užrašo sąsiuviniuose, po to pasitikrina.
2 užduotis 

a) Greitis pasroviui 12 + 3 = 15 (km/h),

greitis prieš srovę 12 – 3 = 9 (km/h).

b) Per 3 valandas pasroviui valtis nuplauks 

3 · 15 = 45 (km).

c) 18 km prieš srovę valtis plauks 18 : 9 = 2 (h).

3 užduotis 

s = v·t; v = s:t; t = s:v.
4 užduotis 
Valties savasis greitis
19 : 2 = 9,5 (km/h)
Valties greitis upe pasroviui
9,5 + 2,5 = (12 km/h)
Laikas, plaukiant upe pasroviui

36 : 12 = 3 (h)
Valties greitis upe prieš srovę
9,5 – ( 2,5 – 1) = 8 (km/h)
Laikas, plaukiant upe prieš srovę 

24 : 8 = 3 (h)
Visas kelionės laikas 3 + 2 + 3 = 8 (h).
5 užduotis 

a) Greitis pasroviui 10 + x km/h, greitis prieš srovę 10 – x km/h, 0 < x < 10.
b) [image: image166.png]12
Toes



 (h).
c) [image: image168.png]



1 uždavinys
Mokiniai rašo teiginius pagal pateiktą uždavinio sprendimo planą.
Upės tėkmės greitis x km/h.

Valties greitis pasroviui (5 + x) km/h; prieš srovę 

(5 – x) km/h;

Pastebėkime, kad x > 0, x < 5, todėl 0 < x < 5.
Pasroviui plaukė [image: image170.png]-



 h, prieš srovę plaukė [image: image172.png]


 h.
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[image: image180.png]42(5—x) +42(5+x) =20(5+x)(5—x)



 
[image: image182.png]210 — 42x + 210 + 42x = 500 — 20x*



 

[image: image184.png]20x* =80



 

[image: image186.png]


 

[image: image188.png]


 (netinka pagal uždavinio sąlygą)

Ats: upės tėkmės greitis 2 km/h.

2 uždavinys

greitis

(km/h)

kelias (km)

laikas (h)

kelionė

pirmyn

y

12

[image: image189.png]



kelionė atgal

y – 2

12
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Sudarykite lygtį remdamiesi tuo, kad kelionėje atgal sugaišo 1 h ilgiau.
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 y2 = –4 ( netinka pagal sąlygą) 
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Ats.: turistas namo grįžo 4 km/h greičiu.

	Medžiagos įtvirtinimas
	9 min
	Pateikti uždavinių sąlygų lygčių sudarymo gebėjimų įtvirtinimui. Darbą rekomenduojama atlikti grupėmis.

3 uždavinys
Atstumas tarp dviejų miestų plaukiant upe 80 km. 8 val. ryto iš miesto A krovininis laivas upe pasroviui išplaukė į miestą B. Miesto B uoste laivas stovėjo 2 valandas ir po to išplaukė atgal. 19 valandą vakaro laivas sugrįžo į miestą A. Apskaičiuokite laivo savąjį greitį, jei upės tėkmės greitis 2 km/h.







4 uždavinys

Du dviratininkai vienu metu išvažiavo iš kaimo į miestą, esantį už 56 km. Antrasis dviratininkas važiavo 2 km/h mažesniu greičiu negu pirmasis ir todėl į miestą atvažiavo 30 minučių vėliau už pirmąjį. Kokiu greičiu važiavo kiekvienas dviratininkas ?
Papildomos užduotys

5 ir 6 užduotys skirtos aukštesnio pasiekimų lygio mokiniams, kurie pamokų metų išsprendžia daugiau užduočių.

5 uždavinys

Atstumas nuo miesto iki kaimo lygus 28 km. Tuo pačiu metu iš miesto ir kaimo vienas priešais kitą išvažiavo 2 dviratininkai ir susitiko po valandos. Vienas iš jų į kaimą atvyko 35 minučių vėliau, negu kitas į miestą. Kokiu greičiu važiavo dviratininkai?

6 uždavinys

Traukiniui padidinus greitį 5 km/h, 120 km jis nuvažiavo 20 minučių greičiau nei įprasta. Koks buvo įprastinis traukinio greitis ?

	Mokiniai pasirenka vieną iš dviejų pateiktų uždavinių (3 arba 4) ir sprendžia klasėje, o antrasis lieka namų darbui. Jei pasirinktą uždavinį išsprendė, klasėje sprendžia 5, 6 uždavinius.
3 uždavinys
Tarkime, krovininio laivo savasis greitis yra y km/h.
greitis

(km/h)

kelias (km)

laikas (h)

kelionė

pasroviui

(iš A į B)

y + 2

80

[image: image205.png]80
y+2




kelionė prieš srovę

(iš B į A)

y – 2

80

[image: image206.png]



Kelionės trukmė 19 – 8 = 11 (h)
[image: image207.png]
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 (netinka pagal uždavinio sąlygą)

Ats.: krovininio laivo savasis greitis 18 km/h.

4 uždavinys
Greitis

(km/h)

Kelias

(km)

Laikas

(h)

Pirmasis dviratininkas

x

56

[image: image210.png]56




Antrasis dviratininkas

x – 2

56
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;

x1 = 16; x2 = –14 (netinka pagal uždavinio sąlygą)

Antrasis dviratininkas važiavo 16 – 2 = 14 (km/h)
Ats.: dviratininkų greičiai yra 16 km/h ir 14 km/h.

Papildomos užduotys
5 uždavinys
Pirmo dviratininko greitis x km/h, antro – (28 – x) km/h; 0 < x < 28; 

Lygtis [image: image215.png]
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(netinka pagal uždavinio sąlygą). Būtina aptarti kodėl netinka.
[image: image219.png]28—-12 =16




 

Ats.: pirmas dviratininkas važiavo12 km/h, o antras – 16 km/h greičiu.

6 uždavinys
Įprastinis traukinio greitis x km/h.

Padidintas traukinio greitis (x + 5) km/h.

Įprastas kelionės laikas [image: image221.png]120



 h;

Kelionės laikas, važiuojant padidintu greičiu 

[image: image223.png]120
=



 h;

Sudarykite lygtį remdamiesi teiginiu „važiuojant padidintu greičiu, kelionės laikas sutrumpėjo 20 min“. (20 min = [image: image225.png]


 h)
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 ;

x1 = 40; x2 = –9;( netinka pagal uždavinio sąlygą)

Ats.: įprastinis traukinio greitis 40 km/h.

	Apibendrinimas
	5 min
	Klasei pateikiamos užduotys 

1 užduotis

Aurimas baidare upe pasroviui turėjo nuplaukti 100 m. Stovinčiame vandenyje jis nuirkluoja 4 metrus per sekundę. Upės greitis 1 m/s. Kiek laiko Aurimas plauks? O kiek apytiksliai sekundžių plauktų atgal?

2 užduotis

Nuo Jurgos namų iki mokyklos 1500 m. Jurga eina 100 m/min greičiu. Kada vėliausiai Jurga gali išeiti iš namų, jei ji turi būti mokykloje 7:55?
3 užduotis (mokiniams išdalijama popieriaus lapeliuose). 
Valties greitis stovinčiame vandenyje 9 km/h. Upės greitis x km/h. Valtis plaukė 24 km pasroviui ir 24 km pries srovę.

a) Rodyklėmis sujungite teiginį su jį atitinkančiu raidiniu reiškiniu.
Valties greitis pasroviui (km/h) 
[image: image228.png]



Valties greitis prieš srovę (km/h)
9 + x
Laikas, kurį valtis plaukė pasroviui (h)
[image: image229.png]24
9+ x





Laikas, kurį valtis plaukė prieš srovę (h)
9 – x
b) Palyginkite reiškinius, kai 0 < x < 9:
[image: image230.png]



Lapeliai surenkami. Mokinių atsakymų rezultatus mokytojas panaudos planuodamas kitą pamoką, kurioje sprendimus aptars su mokiniais ir išanalizuos pasitaikiusias klaidas.
	Mokiniai 1 ir 2 užduotis atlieka žodžiu.

100 : (4 + 1) = 20 (s)
100 : (4 – 1) = [image: image232.png]337
N



 33 (s)
1500 : 100 = 15 (m/min)
55 – 15 = 40;

Jurga vėliausiai gali išeiti 7:40.
3 užduotis

Mokiniai ją atlieka raštu. Pavardės gali nerašyti.

	Įvertinimas
	2 min
	Pagal mokykloje priimtą vertinimo sistemą galima atskirus mokinius įvertinti už atliktą darbą pamokoje: aktyvų dalyvavimą pamokoje; atsakymus į atskirus klausimus; klasės darbą; uždavinių sprendimą lentoje (jei mokytojas tai praktikuoja).
	

	Namų darbo skyrimas
	2 min
	1 uždavinys

Benas turėjo nuplaukti motorine valtimi 2 km pasroviui iki ežero, o po to 5 km ežeru iki savo draugo Mariaus namų ir grįžti atgal. Motorinės valties savasis greitis yra 10 km/h, upės srovės greitis 2 km/h. Kiek laiko reikėjo Beno kelionei? Tomas gyvena dar 1 km prieš srovę toliau negu Benas. Kiek ilgiau truks Tomo kelionė iki Mariaus, jei jo valtis plaukia tokiu pat greičiu?




2 uždavinys

Uždavinys iš dviejų pateiktų (3 ar 4), kurio mokiniai neišsprendė klasėje.

3 uždavinys

Motorinė valtis, kurios greitis stovinčiame vandenyje 15 km/h, nuplaukė upe pasroviui 35 km ir prieš srovę 25 km. Plaukdama upe pasroviui, ji sugaišo tiek pat laiko, kaip ir plaukdama prieš srovę. Koks upės tėkmės greitis?
	

	Pamokos pabaiga
	
	Padėkojimas mokiniams už darbą pamokoje. 

Atsisveikinimas.
	


2.3. UŽDUOČIŲ, SKIRTŲ MOKYMO INDIVIDUALIZAVIMUI IR DIFERENCIJAVIMUI, PAVYZDŽIAI
Siekiant Pagrindinio ugdymo matematikos bendrosiose programose apibrėžtų ugdymo tikslų ir laukiamų rezultatų, būtina pritaikyti ugdymo turinį taip, kad mokinys nuolat patirtų sėkmę mokydamasis ir pagal savo išgales pasiektų kuo geresnių rezultatų. Mokantis matematikos ypatingai padeda matematikos ir kitų mokomųjų dalykų sąsajų, matematikos ir jos pritaikymo gyvenime suvokimas. Mokiniams reikia demonstruoti matematikos gebėjimų, žinių ir supratimo praktinę naudą sprendžiant įvairius uždavinius. Pažinimas turėtų prasidėti nuo tokių situacijų, kurios būtų gerai žinomos mokiniams. Svarbu, kad užduotys būtų įveikiamos, įdomios, sukeliančios mokinio smalsumą. Vienas iš būdų to pasiekti – sudėtingų uždavinių skaidymas į smulkesnius ir metodologijų ,,nuo paprastesnio prie sudėtingesnio pagal kiekvieno intelekto galias“ taikymas.
Užduotys, skiriamos moduliams T – 3 ,,Funkcijų savybių taikymas nagrinėjant realias situacijas“ ir A – 3 ,,Problemų sprendimas, taikant funkcijų savybes“.
1. Nubrėžkite grafikus funkcijų f(x) = 
[image: image233.wmf]4

1

x2 ir g(x) = x.

a) Raskite šių grafikų susikirtimo taškų koordinates.

b) Apskaičiuokite f(1), f(2), g(2), g(3).

c) Apskaičiuokite g(2) – f(2).

d) Sujunkite atkarpa brėžinyje taškus A(2; g(2)) ir B(2; f(2)).
e) Pasakykite, koks yra nubrėžtos atkarpos AB ilgis.
2. Taisyklingosios trikampės prizmės kiekvienos šoninės sienos perimetras lygus 12 cm.

a) Pagrindo kraštinės ilgį pažymėkite x (cm). Kokios gali būti x reikšmės?

b) Užrašykite reiškiniu prizmės šoninės sienos antrosios kraštinės ilgį. Koks gali būti antrosios kraštinės ilgis?

c) Užrašykite reiškiniu prizmės šoninės sienos plotą S(x).

d) Apskaičiuokite S(1), S(2), S(3), S(4), S(5).

e) Kokia turi būti x reikšmė, kad plotas S(x) būtų didžiausias?

f) Apskaičiuokite tą didžiausią plotą.

3. Koordinačių plokštumoje pažymėkite taškus:

a) A( –1; 1); B(0; 2); C(1; –1); D(2; –2);

b) A( –2; 1); B( –1; –1); C(1; –1); D(2; 1);

c) A( –1; 1); B( –1; 2); C(1; 1); D(2; 2);

d) A( –2; 0); B( –1; 0); C(1; 0); D(2; –1); E(3; 2).

1) Taškų išdėstymas koordinačių plokštumoje apibūdina taško antrosios koordinatės priklausomybę nuo pirmosios koordinatės. Žiūrėdami į brėžinius, nustatykite, kuriuo atveju ši priklausomybė yra funkcinė.
2) Surašykite funkcijų apibrėžimo ir reikšmių sritis.

4. Parabolės, išreiškiamos formule f(x) = ax2 + c, formos simetriškos vartų arkos aukštis yra 4 m, o plotis prie žemės – 8 m. Ar gali pro šiuos vartus įvažiuoti 3 m aukščio ir 5 m pločio furgonas?

a) Nubrėžkite koordinačių ašis ir scheminį brėžinį (atkreipkite dėmesį, kad arka yra simetriška).

b) Į formulę f(x) = ax2 + c įrašykite aukščiausio arkos taško koordinates ir apskaičiuokite c reikšmę.

c) Parašykite gautą parabolės išraišką, įrašydami c reikšmę.

d) Į gautą formulę įrašykite vieno arkos taško lietimosi su žeme koordinates ir apskaičiuokite a reikšmę.

e) Parašykite gautą parabolės išraišką, įrašydami a reikšmę.

f) Apskaičiuokite arkos aukštį f(x), kai x lygu pusei furgono pločio.

g) Nuo kurių dydžių priklauso, ar įvažiuos furgonas pro vartus?

5. Tilto arka yra parabolės formos. Arka turi 7 vertikalias atramas, pastatytas taškuose, kurie dalija tilto ilgį į lygias dalis. Tilto ilgis 96 m, o arkos aukštis – 12 m.

a) Nusibrėžkite scheminį grafiką.

b) Parašykite parabolės lygtį.

c) Raskite atramų ilgius.

6. Nubrėžkite funkcijos f(x) = x2 – 6x = x(x – 6) grafiką.

a) Raskite parabolės viršūnės koordinates.

b) Per parabolės viršūnę ir koordinačių pradžios tašką nubrėžkite tiesę ir parašykite jos lygtį.

c) Koks atstumas nuo parabolės viršūnės iki Ox ašies? iki Oy ašies?
d) Apskaičiuokite atkarpos nuo koordinačių pradžios taško iki parabolės viršūnės ilgį.

7. Bendrovė nustatė, kad išleidus x tūkstančių litų reklamai parduodama 
N(x) = – 3x2 + 150x +1200 prekių. 
a) Nustatykite, kiek parduodama prekių, kai x = 20; 30; 40; 50.
b) Kuriuo atveju prekyba sekasi geriausiai? Raskite optimaliausią variantą. Naudokitės kvadratinės funkcijos savybėmis.
Užduotys, skiriamos moduliams T – 4 ,,Kasdieninių situacijų aprašymas lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis” ir A – 4 ,,Situacijų aprašymas matematiniais modeliais (lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis)”.
1. Dviejų teigiamą skaičių suma 5 kartus didesnė už jų skirtumą, o jų kvadratų skirtumas lygus 180. Raskite tuos skaičius.
Sprendimo planas
a) Nežinomus teigiamus skaičius pažymėkite x ir y.
b) Užrašykite reiškiniais tų skaičių sumą, skirtumą ir kvadratų skirtumą.
c) Sudarykite pirmą lygtį, remdamiesi tuo, kad dviejų teigiamų skaičių suma 5 kartus didesnė už jų skirtumą.
d) Sudarykite antrą lygtį, remdamiesi tuo, kad dviejų teigiamų skaičių kvadratų skirtumas lygus 180.
e) Sudarykite lygčių sistemą ir ją išspręskite.

f) Patikrinkite, ar lygčių sistemos sprendinys tenkina uždavinio sąlygas. Parašykite atsakymą.
2. Mokyklos salėje buvo 160 sėdimų vietų. Mokiniai prieš renginį prie kiekvienos eilės pristatė po vieną kėdę, o eilių skaičių padidino dviem. Tuomet salėje galėjo susėsti 210 žmonių. Kiek eilių salėje buvo iš pradžių?
Sprendimo planas
a) Pradinį eilių skaičių salėje pažymėkite x. Kokias reikšmes gali įgyti x?
b) Užrašykite reiškiniu pradinį kėdžių skaičių eilėje.

c) Užrašykite reiškiniais eilių ir kėdžių skaičių eilėje po pertvarkymo.

d) Sudarykite lygtį, remdamiesi tuo, kad po pertvarkymo salėje galėjo susėsti 210 žmonių.

e) Išspręskite sudarytąją lygtį ir parašykite uždavinio atsakymą.

(Galimas sprendimas sudarant lygčių sistemą).

3. Du staliai, dirbdami kartu, gali atlikti darbą per 20 h. Per kiek valandų gali atlikti šį darbą kiekvienas stalius, dirbdamas atskirai, jeigu antrasis gali atlikti darbą 9 valandomis greičiau negu pirmasis? 
Sprendimo planas
a) Laiką, per kurį darbą gali atlikti pirmasis stalius pažymėkite x. Kokios galimos x reikšmės?

b) Užrašykite reiškiniu laiką, per kurį gali atlikti darbą antrasis stalius. Kokios dabar galimos x reikšmės?

c) Užrašykite reiškiniu darbo dalį, kurią padaro pirmasis stalius per 1 valandą; per 20 valandų.
d) Užrašykite reiškiniu darbo dalį, kurią padaro antrasis stalius per 1 valandą; per 20 valandų.
e) Sudarykite lygtį, remdamiesi sakiniu „du staliai, dirbdami kartu, gali atlikti darbą per 20 h“, ir ją išspręskite.

f) Atsakykite į uždavinio klausimą.

(Galimas sprendimas sudarant lygčių sistemą).

4. Vytautas padėjo į banką 20000 Lt, juos padalijęs į dvi dalis. Viena dalis davė 3% palūkanų, o kita – 5% palūkanų. Iš viso per metus buvo gauta 940 Lt palūkanų. Kokia indėlio dalis buvo padėta už 3% ir kokia už 5% palūkanų?
Sprendimo planas
a) Pažymėkite x pinigų kiekį, padėtą už 3% palūkanas.
b) Užrašykite reiškiniu pinigų kiekį, padėtą už 5% palūkanas.
c) Užrašykite reiškiniu, kiek litų palūkanų Vytautas gaus už x Lt, padėtų su 3% palūkanomis.
d) Užrašykite reiškiniu, kiek litų palūkanų Vytautas gaus už pinigų dalį, padėtą su 5% palūkanomis.
e) Sudarykite lygtį, remdamiesi sakiniu „iš viso per metus buvo gauta 940 Lt palūkanų“.

f) Išspręskite lygtį ir parašykite uždavinio atsakymą.

(Galimas sprendimas sudarant lygčių sistemą).

5. Norint nuvežti 150 mokinių į vandens parką buvo užsakyta keletas geltonųjų autobusų. Į ekskursiją panoro važiuoti 168 mokiniai, todėl teko užsakyti dar vieną autobusą ir tuomet į kiekvieną autobusą susėdo 2 mokiniais mažiau, negu buvo numatyta. Kiek geltonųjų autobusų buvo užsakyta iš pradžių?

6. Du raštvedžiai gali perspausdinti rankraštį: pirmas – per m dienų, antras – per n dienų. Kokią rankraščio dalį jie perspausdins per vieną dieną, dirbdami kartu?
7. Iš dviejų stočių vienas priešais kitą išvažiavo automobiliai. Kiekvienas automobilis, važiuodamas pastoviu greičiu ir niekur nesustodamas, įveikia atstumą nuo vienos stoties iki kitos per 7 valandas. Kokia kelio dalis bus likusi tarp jų, praėjus 2 valandoms nuo išvažiavimo?

8. Jonas ir Vytautas vienu metu iš to paties namo išėjo į mokyklą. Jono žingsnis buvo 20% trumpesnis už Vytauto, bet per tą patį laiką jis žengė 20% žingsnių daugiau negu Vytautas. Kuris iš jų anksčiau atėjo į mokyklą?
2.4. MODULIŲ PROGRAMAS IŠBANDŽIUSIŲ MOKYTOJŲ GEROJI PATIRTIS
Žemiau pateikiama modulių programas išbandžiusių mokytojų Danutės Čiurinskienės (Kaišiadorių rajono Algirdo Brazausko gimnazija), Janinos Vidzbelienės (Varėnos ,,Ąžuolo“ gimnazija), Almos Sotkevičiūtės (Kauno Kovo 11-osios vidurinė mokykla), Dalios Alasauskienės (Šiaulių „Romuvos” gimnazija), Irenos Sakalauskaitės (VšĮ Panevėžio profesinio rengimo centras) ir Metodinių rekomendacijų autorių bendra patirtis, ieškant tinkamų užduoties pateikimo būdų skirtingų poreikių mokiniams. 
Užduotys, skiriamos moduliams T – 1 ,,Geometrija kasdieniniame gyvenime” ir A – 1 ,,Geometrinių sąryšių paieška”.
1. Apskaičiuokite nuspalvintos skritulio dalies plotą (lankeliu pažymėtas status kampas).
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	Taikomasis modulis

Lauko teniso kamuoliuko skersmuo yra 6,32 cm. Trys kamuoliukai supakuoti dėžutėje, kaip parodyta paveiksle. Kokie dėžutės matmenys? 

Akademinis modulis

Lauko teniso kamuoliuko skersmuo yra d cm. Trys kamuoliukai supakuoti dėžutėje, kaip parodyta paveiksle. Kokie dėžutės matmenys?
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3. Aitvaro korpusą sudaro keturios dalys. 
Taikomasis modulis
Kvadrato A plotas 16 dm2, SB:SA= 9:16. 
a) Koks kvadrato B plotas?

b) Kokios kvadratų A ir B kraštinės? Apskaičiuokite trikampio kraštinę ir aitvaro perimetrą.

c) Apskaičiuokite figūros plotą.

d) Iš popieriaus ketinama iškirpti aitvaro korpusą, paliekant papildomai po 2 cm pločio stačiakampio formos juostą prie kiekvienos kraštinės užlankoms. Papildykite brėžinį. Kiek kvadratinių decimetrų sudarys iškirpta figūra kartu su užlankomis?

Akademinis modulis

Aitvaro korpusą sudaro keturios dalys. Kvadrato A plotas 25 dm2, SB : SA= 9 : 25. 

a) Koks kvadrato B plotas?

b) Apskaičiuokite aitvaro perimetrą.

c) Apskaičiuokite figūros plotą.

d) Iš popieriaus ketinama iškirpti aitvaro korpusą, paliekant papildomai po 2 cm pločio stačiakampio formos juostą prie kiekvienos kraštinės užlankoms. Kiek kvadratinių decimetrų sudarys iškirptos figūros plotas kartu su užlankomis? Atsakymą parašykite 1 dm2 tikslumu.

	4. Ūkininkas prieš Naujuosius metus pardavė dalį savo žemės, kuri turi trapecijos formą. 

Brėžinyje pavaizduotas šios žemės planas. 

BC = 3 cm, BH = 2 cm, AD = 6 cm.

Plano mastelis 1:5000. 
	


Už žemę ūkininkas gavo po 25000 litų už hektarą. Gautus pinigus jis padėjo į banką, 

mokantį po 4 % sudėtinių metinių palūkanų. Tais metais kiekviename tos žemės hektare užderėjo 3,5 t miežių. Vienos tonos grūdų supirkimo kaina buvo 480 litų. Kiekvienam hektarui prižiūrėti buvo išleista po 620 litų. Kada ūkininkas būtų gavęs daugiau pinigų, ar už palūkanas, gautas padėjus pinigus į banką, ar už parduotus grūdus (atmetus išlaidas)?

Taikomasis modulis

a) Apskaičiuokite tikruosius kraštinių AD ir BC bei aukštinės BH ilgius.

b) Remdamiesi trapecijos ploto formule apskaičiuokite sklypo plotą.

c) Apskaičiuokite, kiek pinigų gavo ūkininkas, pardavęs žemę.

d) Apskaičiuokite indėlio į banką sumą po metų.

e) Apskaičiuokite, kiek litų palūkanų gavo ūkininkas, padėjęs pinigus į banką.

f) Apskaičiuokite, kiek tonų grūdų būtų užauginęs ūkininkas toje žemėje.

g) Apskaičiuokite, kiek litų būtų gavęs ūkininkas pardavęs grūdus.

h) Suskaičiuokite, kiek išlaidų būtų turėjęs ūkininkas.

i) Raskite, kokį pelną būtų gavęs ūkininkas, jei būtų nepardavęs žemės.
Palyginkite pinigų sumas, gautas 5 ir 9 dalyse, o tada pateikite atsakymą į uždavinio klausimą.
Akademinis modulis
a) Apskaičiuokite tikrąjį ūkininko parduotos žemės plotą.

b) Apskaičiuokite, kiek litų palūkanų gavo ūkininkas, padėjęs pinigus į banką.

c) Apskaičiuokite, kiek litų gryno pelno būtų gavęs ūkininkas tais metais iš žemės, jei jos būtų nepardavęs.
d) Palyginkite pinigų sumas kiekvienu atveju ir pateikite atsakymą į uždavinio klausimą.
5. Taikomasis modulis

Povilas iš skardos padarė stačiakampio gretasienio formos dėžutę be dangčio, kurios ilgis yra 15 cm, plotis – 10 cm, o aukštis – 12 cm.

a) Koks gautos dėžutės paviršiaus plotas?

b) Kiek skardos buvo sunaudota, jei siūlėms reikia pridėti 4 % paviršiaus ploto?

c) Koks buvo gautos dėžutės tūris?

d) Ar tilps į šią dėžutę 1,5 kg miltų, jei žinoma, kad 250 ml miltų sveria 160 g?

6. Akademinis modulis
Stačiakampio gretasienio formos pastato sienų aukštis yra 12 m, o pagrindo perimetras – 144 m.

a) Vienos pagrindo kraštinės ilgį (metrais) pažymėkite x ir parodykite, kad pagrindo plotas lygus S(x) = 72x – x2.

b) Parodykite, kad pastato tūris lygus V(x) = 864x – 12x2.

c) Raskite pagrindo kraštinės ilgio x reikšmę, su kuria pastato tūris V(x) būtų didžiausias.

d) Raskite pastato tūrio didžiausią reikšmę.
Užduotys, skiriamos moduliams T-3 ,,Funkcijų savybių taikymas nagrinėjant realias situacijas” ir A-3 ,,Problemų sprendimas, taikant funkcijų savybes”.
1. Ūkininkas pasistatė angarą, kurio įvažiavimas parabolės formos. Parabolės lygtis 
y = 4 – 0,25x2. Kokio didžiausio pločio gali būti kombainas, kurio aukštis 3 metrai, kad galėtų įvažiuoti į angarą?
Taikomasis modulis
	a) Užpildykite lentelę:
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y = 4 – 0,25x2



b) Atidėkite gautus taškus koordinačių plokštumoje ir nubrėžkite parabolę.
c) Toje pačioje koordinačių plokštumoje nubrėžkite tiesę y = 3.
d) Paaiškinkite, kaip tiesė y = 3 susijusi su uždavinio sąlyga.
e) Nustatykite abiejų grafikų susikirtimo taškų koordinates.
f) Kuri taško koordinatė reikalinga kombaino pločio nustatymui?
g) Nustatykite, kokio didžiausio pločio galėtų būti kombainas, kad tilptų pro įvažiavimą ir kuria vieta jis turėtų važiuoti.
Akademinis modulis

a) Nubrėžkite funkcijos y = 4 – 0,25x2 grafiką.
b) Nubrėžkite tiesę, atitinkančią kombaino aukštį.
c) Nustatykite kokio didžiausio pločio gali būti kombainas, kad įvažiuotų į angarą.
Testas, skirtas moduliams A – 2 ,,Finansinio raštingumo elementai. Statistika. Tikimybių teorija” ir T – 2 ,,Planuojame, renkame duomenis, kombinuojame, tikimės...”
„Procentai. Paprastosios palūkanos“.
1. Raskite 34 % skaičiaus 9,5.
A 2,7                              B 3,23                            C 3,6                                  D 4,2

2. Koks yra skaičius, kurio 45 % yra 234?

A 379                              B 520                              C 105,3                              D 516

3. Kiek kilogramų sudaro 6 % centnerio ?

A 6 kg                            B 3 kg                            C 16,7 kg                          D 12 kg

4. Kiek procentų 77 Lt sumos sudaro 9,24 Lt?

A 9 %                             B 7 %                             C 8 %                               D 12 %

5. Kiek kvadratinių metrų sudaro 13 % aro?

A 7 
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6. Paveikslas kainavo 320 Lt, dabar jis kainuoja 344 Lt.Kiek procentų pabrango paveikslas?

A 12 %                          B 9 %                              C 7,5 %                             D 7 %

7. Bankas moka 2,5 % metinių paprastųjų palūkanų.Kiek pinigų po 2 metų turės indėlininkas, padėjęs į banką 1200 Lt?

A 1230 Lt                       B 1215 Lt                         C 1260 Lt                         D 1242 Lt

8. Paskolinta 3500 Lt suma, esant 3 % paprastųjų metinių palūkanų.Kiek palūkanų už paskolą bus gauta po 4 metų ?

A 420 Lt                        B 105 Lt                            C 400 Lt                          D 3920 Lt

9. Kokia paprastųjų palūkanų norma, jei verslininkui pasiskolinus 12000 Lt sumą per 3 metus jam teko sumokėti 1080 Lt palūkanų ?

A 2 %                            B 4 %                                C 5 %                              D 3 %

10. Kuriam laikui buvo paskolinta 5000 Lt suma, jei gauta 875 Lt palūkanų, esant 3,5 % paprastųjų palūkanų normai?

A 3m                             B 5m                                   C 4m                                D 6m
Pasitikrinkite:
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3. LAISVAI PASIRENKAMI MODULIAI

Laisvai pasirenkami moduliai skirti 9–10 (gimnazijos I–II) klasių mokiniams, kurie domisi matematika, mėgsta samprotauti, savarankiškai dirbti, lanko matematinio ar kūrybinio ugdymo būrelius, dalyvauja matematikos konkursuose ar kitose varžytuvėse (pvz., mėgsta spręsti rebusus, sudoku), nori nuveikti daugiau negu bendramoksliai. Šių rekomendacijų tikslas – trumpai pateikti laisvai pasirenkamų modulių teorinę medžiagą, uždavinių sprendimo pavyzdžių, naudotinos literatūros sąrašą, kad mokytojui netektų gaišti daugybės laiko ieškant mokomosios medžiagos, kad mokytojas turėtų daugiau laiko rengimuisi pamokai ir paieškoms ugdymo(si) organizavimo būdų, padedančių atsiskleisti mokinio gabumams ir galimybėms. Tokio ugdymo(si) organizavimas turi padėti formuoti mokinio gebėjimus stebėti, analizuoti, apibendrinti, kelti hipotezę, daryti išvadas, formuluoti klausimus, diskutuoti, ginti savo nuomonę, mąstyti viso nagrinėto kurso ribose, o ne tik mažais mokomosios medžiagos kiekiais. Metodinėse rekomendacijose pateikta medžiaga (teoriniai klausimai ir uždaviniai su detaliais sprendimais) padės ugdymą organizuoti taip, kad mokinys galėtų mokytis savarankiškai ir savo tempu.

Siūloma uždavinių ar užduočių eilė nėra vienintelė galima, taigi, ji nėra ir privaloma, nes mokiniai mąsto skirtingai ir tai, kas vienam yra sunkiau, kitam yra visai lengva, arba atvirkščiai. Taip pat ir siūlomi uždaviniai savarankiškam darbui visai nebūtinai gali būti ir yra išdėstyti nuo lengviausio iki sunkiausio. Tos eilės šiais laikais palaipsniui atsisakoma ir dažnose matematikos varžytuvėse bei konkursuose, nes juk ir praktikoje yra taip, kad po lengvo iššūkio gali pasitaikyti ir koks gana sunkus – ir net ne vienas.

Apskritai kūrybiškesnes užduotis patartina būtų spręsti suvokiant, kad jeigu kas nors ne iš karto pavyksta, arba visai nesiseka, kad šitai yra visiškai natūralus dalykas (čia derėtų prisiminti visų iš istorijos žinomą patarlę, kad „Roma ne per vieną naktį pastatoma“).Tada reikėtų padaryti pertrauką ir po to geriausia vėl grįžti prie to uždavinio, kad ir koks sunkus (arba lengvas) jis atrodytų. Iš praktinės patirties ir kūrybinės psichologijos yra puikiai žinoma, kad būtent tada mūsų protas tą uždavinį „pamažu nenustodamas nagrinėja toliau“. 

Taigi ir į patį laisvai pasirenkamą modulį reikėtų žiūrėti taip, kad jis tikrai yra „visai neblogai“ prieinamas ir jį galėtų rinktis absoliučiai kiekvienas normalių gabumų, o juo labiau valingesnis ar sugebantis rimčiau susikaupti moksleivis – tik reikia prireikus sugebėti kuriam laikui nuo to uždavinio atsitraukti, kad paskui vėl prie jo sugrįžus būtų galima jį užbaigti, arba pasiekti kokios nors, kad ir nedidelės pažangos (arba bent jau susiplanuoti, kas būtų darytina toliau.
3.1. MODULIS L-1 „RASKITE VIENĄ AR DAUG SKAIČIŲ – AR TAI ĮMANOMA: KAIP IR KODĖL?“
3.1.1. Įvadinės pastabos apie skaičių dalumą
Pastaba apie sumų dalumą ir sveikumą

Tikriausiai pats paprasčiausias pastebėjimas apie sumų ar skirtumų dalumą iš sveikųjų skaičių, kuriuo mes naudojamės dažniausiai, yra toks: jeigu kiekvienas skaičiaus, užrašomo kelių skaičių suma ar skirtumu, pridedamasis arba atimamasis narys dalijasi iš vieno ir to paties sveikojo (dažniausiai teigiamo) nenulinio skaičiaus, tai ir pats skaičius dalijasi iš to skaičiaus.
Šį teiginį galima užrašyti ir tokia forma: jeigu sveikųjų skaičių lygybėje A = B + C + D +...+ X visi minimieji dydžiai A, B, C, D, ..., X, išskyrus kurį nors vieną narį, dalijasi iš kokio nors sveikojo skaičiaus N, tai tada iš skaičiaus N dalijasi ir tas narys.
Tai, kas pasakyta aukščiau apie skaičių dalumą, tinka ir skaičių sveikumui: jeigu sveikųjų skaičių lygybėje A = B + C + D +...+ X visi minimieji dydžiai A, B, C, D, ..., X, išskyrus kurį nors vieną narį, yra sveikieji skaičiai, tai tada jie visi yra sveikieji skaičiai.
Pastaba apie sandaugas
Tokiu atveju dažniausiai naudojamasi tokiu pastebėjimu, arba praktiškai labai pravarčiu teiginiu: jeigu bent vienas sandaugos dauginamasis dalijasi iš kurio nors sveikojo skaičiaus N, tai ir visa sandauga dalijasi iš to sveikojo skaičiaus N.

Atvirkštinis teiginys, savaime aišku, yra neteisingas, nes, pavyzdžiui, 24 = 3·8 dalijasi iš 12, nors nei vienas iš dauginamųjų – nei 3, nei 8 iš 12 nesidalija.
Pagrindinis dalykas, kuris šiuo atveju tikrai išplaukia iš sandaugos dalumo, yra tai, kad jeigu sandauga dalijasi iš kokio nors pirminio skaičiaus p, tai tada kažkuris iš dauginamųjų taip pat dalijasi iš skaičiaus p.

Skaičių dalumo požymiai

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 2 tada ir tiktai tada, kai skaičiaus N paskutinis skaitmuo dalijasi iš 2. Kitais žodžiais tariant, skaičius N dalijasi iš 2 (ir tada jis vadinamas lyginiu), jeigu jo paskutinis skaitmuo yra arba 0, arba 2, arba 4, arba 6, arba 8.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 3 tada ir tiktai tada, kai jo skaitmenų suma S(N) dalijasi iš 3.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 4 tada ir tiktai tada, kai iš 4 dalijasi dviženklis skaičius, sudarytas iš paskutiniųjų dviejų skaičiaus N skaitmenų (arba kai tie paskutiniai skaičiaus N skaitmenys yra nuliai).

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 5 tada ir tiktai tada, kai skaičiaus N paskutinis skaitmuo yra 0 arba 5.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 6 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi iš 2 ir iš 3.

Natūralusis skaičius N = 10 + b, 0 ≤ b < 10, dalijasi iš 7 tada ir tik tada, kai a – 2b dalijasi iš 7.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 8 tada ir tiktai tada, kai skaičius, sudarytas iš trijų paskutiniųjų skaičiaus N skaitmenų dalijasi iš 8 (arba kai jie yra nuliai).

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 9 tada ir tiktai tada, kai jo skaitmenų suma S(N) dalijasi iš 9.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 10, tada ir tiktai tada, kai paskutinysis skaičiaus N (dešimtainės išraiškos) skaitmuo yra 0.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 100, jeigu du paskutinieji jo skaitmenys yra nuliai.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 1000, jeigu trys paskutiniai jo skaitmenys yra nuliai.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš
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, jeigu visi n jo paskutiniųjų skaitmenų yra nuliai.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 11 tada ir tiktai tada, kai to skaičiaus N skaitmenų, esančių nelyginėse vietose, suma yra lygi sumai skaitmenų, esančių lyginėse vietose, arba nuo jos skiriasi skaičiumi, kuris dalijasi iš 11.

Pavyzdžiai:

1. Skaičius 105897 dalijasi iš 11, nes skaitmenų, užimančių „nelygines” vietas, suma, kuri yra lygi 1 + 5 + 9 = 15, yra lygi sumai skaitmenų, užimančių „lygines” vietas, nes 0 + 8 + 7 = 15.

2. Skaičius 9 283 659 dalijasi iš 11, nes „nelyginė suma” 9 + 8 + 6 + 9 = 32 nuo „lyginės sumos” 
2 + 3 + 5 = 10 skiriasi 22 vienetais (28 – 10 = 22), o skaičius 22 dalijasi iš 11.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 15 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi ir iš 3, ir iš 5.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 25 tada ir tiktai tada, kai du paskutiniai skaičiaus N skaitmenys sudaro skaičių, kuris dalijasi iš 25, t.y., kada tas skaičius baigiasi 00, 25, 50 arba 75.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš 30 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi iš 2, 3 ir 5.
Dar vienas dalumo iš 3 (ir iš 9) pateikimo būdas

Matematikoje, kaip taisyklė, kartais yra labai patogu „praplėsti nagrinėjamųjų objektų aibę“. Šiuo atveju mums būtų neblogai pamėginti kalbant apie dalumo iš 3 ar 9 požymius, aprėpti visus natūraliuosius skaičius, o ne vien tuos, kurie iš 3 ar iš 9 dalijasi.
Tokiu atveju mes turėsime kalbėti ir apie skaičių dalybos liekanas, nes juk tikrai ne visi natūralieji skaičiai iš 3 (ar juo labiau iš 9) dalijasi.

Taip, kaip jau minėta, formuluodami dalumo iš 3 ir iš 9 požymius, suformuluosime juos taip, kad bus apimti jau ne vien tik skaičiai, kurie dalijasi iš 3 ar 9, o jau visi natūralieji skaičiai 1, 2, 3, …, N. 

Toks apibendrinimas jokių teorinių sunkumų nesukelia (ir negali jų sukelti), nes jo esminis turinys sako tą patį, ką sako ir tie „labiau įprasti“ dalumų požymiai – tik jis yra instrumentiškai patogesnis, nes labai dažnai formuluojant dalumo požymius yra patogu juos formuluoti labiau praplėsta ir į liekanas atsižvelgiančia forma.
Praplėstieji liekanas minintys dalumo iš 3 ir iš 9 požymiai

Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 3 liekaną, kokią turi to skaičiaus N skaitmenų suma S(N) dalijant ją iš 3.

Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 9 liekaną, kokią turi to skaičiaus N skaitmenų suma S(N) dalijant ją iš 9.

Paprastai sakant, jeigu mes žiūrėtume vien tik į gaunamas pirmosios skaičių šimtinės dalybos iš 3 liekanas, tai iš pirmosios šimtinės skaičių 1, 2, 3, ..., 98, 99 ir 100 pagal liekanas pirmoji liekana yra skaičiaus 1 dalybos iš 3 liekana (ir taip iš eilės toliau). 

Bet 1 pats yra ir dalybos iš 3 liekana. Toliau eitų skaičius 2, kuris irgi pats yra ir dalybos iš 3 liekana.Toliau einantis skaičius 3, suprantama, dalijasi iš 3, todėl jo dalybos iš 3 liekana yra 0. Dar toliau viskas pradeda kartotis, nes skaičius 4 vėl duoda liekaną 1, skaičius 5 – duoda liekaną 2, o dar sekantis skaičius 6 – vėl dalijasi iš 3, todėl jo liekana bus lygi 0. Toliau viskas vėl kartojasi trijų vienetų ilgio ciklu 1, 2, 0 ir toliau vėl taip pat 1, 2, 0, 1, 2, 0,... ir taip iki pačios paskutiniosios liekanos. Toji paskutinė liekana yra 1, nes tokia yra 100 dalybos iš 3 liekana, kadangi 100 = 3 · 33 + 1. Todėl liekanų, lygių 1, gausime viena daugiau, negu liekanų 0 ir 2 (nes 1 yra lygios paties pirmojo skaičiaus 1 ir paties paskutiniojo skaičiaus 100 dalybos iš 3 liekanos), todėl jeigu skirstytume liekanas pagal tai, kiek kokių liekanų gavome, tai išeitų, kad liekanų 0 yra trisdešimt trys, liekanų, lygių 1, kaip sakėme, yra viena daugiau, kaip visų kitų, todėl jų turi būti trisdešimt keturios, galop liekanų, lygių 2, vėl viena mažiau, kaip prieš tai buvusių liekanų, arba vėl trisdešimt trys.
Patogumo dėlei galime gautuosius duomenis surašyti į lentelę, kuri bus mums pravarti nagrinėjant modulio uždavinius su kortelėmis nuo 1 iki 100, nes ten mes susidursime ir su pirmosios šimtinės skaičių dalumo iš 3 liekanomis ir su tų liekanų sumomis.

Kitaip tariant, jeigu mes paimtume šimtą pirmųjų skaičių

1,   2,   3,   4,   5,   6,   7,   8,   9,   10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,

21, 22, 23, 24, 25, 26. 27, 28, 29, 30,
31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,

41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50,

51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,

61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,

71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,

81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90,

91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100,

tai jų dalybos iš 3 liekanos, imant jas iš eilės, būtų

1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,   0,  1,

2,    0,  1,   2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,

0,    1,  2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,   0,

1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,  0,   1,

2,    0,  1,   2,   0,   1,   2,   0,  1,   2,

0,    1,  2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,   0,

1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,  0,   1,

2,    0,  1,   2,   0,   1,   2,   0,  1,   2,

0,    1,  2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,   0,

1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,  0,   1.

Kitus dalumo iš vienaženklių (ir kitokių skaičių) požymius formuluosime labiau įprastu būdu, arba be liekanų (nors jau suvokėme, kad dalumo požymių formuluotė paminint ir galimas liekanas tikrai nėra nei sunkiau formuluojama, nei sunkiau suvokiama).

O praktiškai žiūrint ji kartais yra patogesnė, nes, kaip jau nurodėme, dažnai būna patogiau kalbėti ne tik apie dalį skaičių (arba „tik” apie skaičius, kurie iš ko nors dalijasi), o apie visus skaičius (o jau tada „neišvengiamai” turime kalbėti ir apie galimas tų skaičių dalybos liekanas).

Dalumo iš 99, 999, 9999, ... požymiai
Dalumo iš 99, 999, 9999, ... požymiai iš esmės nedaug tesiskiria nuo to dalumo iš 9 požymio praplėstosios formos, kur mes kalbame ir apie liekanas. (Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 9 liekaną, kokią turi to skaičiaus N skaitmenų suma).

Palyginkite ir įsitikinkite, kad jokių esminių skirtumų tarp dalumo iš 9, 99, 999, 9999, ...

požymių nėra.

Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 99 liekaną, kokią turi to skaičiaus N dviženklių „fragmentų” suma.

Pastaba. Skaičiaus N = 431244 dviženkliais „fragmentais” yra laikomi dviženkliai skaičiai 44, 12 ir 43, kuriuos gauname, skirstydami tą skaičių (einant iš dešinės į kairę) po du pradinio skaičiaus skaitmenis. Panašiai skaičiaus K = 3411243 dviženkliai fragmentai yra 43, 12, 41 ir 3, o abiejų tų skaičių (431244 ir 3411243) dviženklių fragmentų suma, kuri vienu atveju yra 
44 + 12 + 43, o kitu atveju – 43 + 12 + 41 + 3, abiem atvejais yra 99, todėl pagal suformuluotą dalumo iš 99 požymį abu tie skaičiai 431244 ir 3411243 dalijasi iš 99.
Tų požymių įrodymas niekuo nesiskiria nuo dalumo iš 9 (ar iš 3) požymių įrodymo, kurie gaunami nagrinėjant tų skaičių ir jų skaitmenų sumų skirtumus.

Panašiai galėtume tęsti toliau ir sakydami, kad N turi tokią pačią dalybos iš 999 liekaną, kokią turi to skaičiaus N triženklių „fragmentų” suma.

Pagal šį požymį skaičiai 444555 ir 1444554 „iš karto” dalijasi iš 999 ,nes tų skaičių triženklių „fragmentų” suma abiem atvejais yra 444 + 555 = 999 = 1 + 444 + 554.

Nebūtų sunku iš analogijos suformuluoti panašų požymį ir tokiu atveju, kai daliname iš tokio skaičiaus, kurio (dešimtainėje) išraiškoje yra ir daugiau devynetų.

Skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 999...9 (išraiškoje n devynetų) liekaną, kokią turi jo visų „n-fragmentų”suma (imant juos iš dešinės į kairę).
Todėl, pavyzdžiui, 10-ženkliai skaičiai su visais skirtingais skaitmenimis 1 234 567 890 ir 9 876 543 210 iš 99 999 nesidalija, o 1 526 084 739 ir 3 157 968 420 iš 99 999 dalijasi.
Tikrai, pirmaisiais dviem atvejais turime sumas 67 890 + 12 345 = 80235 ir 

43210 + 98 765 = 141975, kurios nei viena iš 99 999 tikrai nesidalija, o paskutiniaisiais dviem atvejais tokios sumos yra atitinkamai 84 739 + 15 260 ir 68 420 + 31 579, kurios abi yra lygios 99 999.

3.1.2. Skaičių dalumo požymių taikymas uždaviniuose
Vieno įdomaus uždavinio sprendimas

Kiek yra 10-ženklių skaičių, kurių dešimtainiame užraše visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi iš 99 999?

Pereidami prie 5-ženklių fragmentų mes tuojau suvokiame, kad mums reikia sužinoti, kiek yra tokių penkiaženklių skaičių porų, kurių užraše panaudojami visi 10 skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir 0 ir kurių suma yra lygiai 99 999.

Pastaba. Užtenka nagrinėti atvejį, kai abiejų 5-ženklių fragmentų suma yra lygi 99 999, nes jeigu abiejuose 5-ženkliuose fragmentuose sunaudojami visi 10 skirtingų skaitmenų, tai sekančio 
99 999 kartotinio, kuris yra lygus 199 998, mes jau nebegalėsime gauti.

Todėl mums lieka surasti, kiek yra tokių skirtingų penkiaženklių skaičių porų, kurių dešimtainiame užraše panaudoti visi 10 skirtingų skaitmenų ir kurių suma yra 99 999.

Pirmiausiai pastebime, jog jei dviejų penkiaženklių skaičių suma yra 99 999, tai tokioje sumoje negalėjo būti vienetų perkėlimo į aukštesnį skyrių (jei tokių perkėlimų būtų buvę, tai sudėdami du penkiaženklius skaičius, skaičiaus 99 999 niekaip negalėtume gauti).

Todėl paimti pirmąjį dešimtženklio skaičiaus skaitmenį galime 9 būdais (nes 10-ženklis skaičius neprasideda 0) ir tada 6-tasis skaitmuo bus tas, kuris, sudėjus su pirmuoju duos 9 – vienetų perkėlimo į aukštesnį skyrių, kaip jau sakėme, negali būti. 

Paimti antrąjį 10-ženklio skaičiaus skaitmenį dabar galime 8 būdais (nes du skaitmenys – pirmas ir šeštas jau užimti), toliau parinkti trečiąjį skaitmenį galime 6 (nes jau 4 skaitmenys užimti) būdais, toliau ketvirtajam pirmojo penkiaženklio skaičiaus skaitmens parinkimui dar lieka 4 skaitmenys ir galiausiai paskutinįjį, penktąjį skaitmenį, dar galima parinkti 2 būdais.

Todėl iš viso tokio 10-ženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 99 999, pagal kombinatorinį daugybos principą, yra 9 ∙ 8 ∙ 6 ∙ 4 ∙ 2 = 3456.
Uždaviniai savarankiškam darbui

1. Kiek yra keturženklių skaičių, kurie dalijasi be liekanos iš 99? 
Atsakymas: 91, arba {1089, 1188, 1287,..., 9801, 9900 ir 9999}.
2. Kiek yra keturženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie 

dalijasi be liekanos iš 99?

Atsakymas: 9 ∙ 8 = 72.

3. Kiek yra šešiaženklių skaičių, kurie dalijasi be liekanos iš 999? 

Atsakymas: 901, arba{100 899, 101 898, 102 897,..., 998 001, 999 000, 999 999}.

4. Kiek yra šešiaženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 999? 
Atsakymas: 9 ∙ 8 ∙ 6 = 432.

5. Kiek yra aštuonženklių skaičių, kurie dalijasi be liekanos iš 9 999?

Atsakymas: 9001, arba{10008999, 10018998, 10028997,..., 99980001, 99990000. 99999999}.

6. Kiek yra aštuonženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 9 999? 

Atsakymas: 9 ∙ 8 ∙ 6 ∙ 4 = 1728.

Pirmosios skaičių šimtinės skaičių virtinių sumų po 3, 4, 5 ir 6 dalyba iš 3
Turime 100 kortelių, kuriose, po vieną skaičių kiekvienoje kortelėje, surašyta visa skaičių 1, 2, 3, ...., 98, 99 ir 100 virtinė.Vėliau iš to šimto kortelių nežiūrėdami imsime korteles. 

Tą patį matematinį turinį galėtume perteikti ir sakydami, kad turime 100 pirmųjų skaičių ir nežiūrėdami, be pasikartojimų, juos rašome į skaičių virtinę. 

1 uždavinys
Nežiūrėdami imame 3 korteles ir dedame jas ant stalo. Ar būtinai padėtųjų skaičių suma dalysis be liekanos iš 3?

Kitu atveju tas pirmasis uždavinys atrodytų taip: Atsitiktinai be pasikartojimų parašėme tris pirmosios skaičių šimtinės 1, 2, 3, ...., 98, 99 ir 100 skaičius. Ar būtinai tų trijų jau užrašytų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3?

Sprendimas. Savaime suprantama, kad nebūtinai. Pavyzdžiui, galėjo pasitaikyti skaičiai 2, 3, 5 ir dabar gana būtų pasakyti, kad jų suma 2 + 3 + 5 = 10 iš 3 be liekanos juk tikrai nesidalija. 
Atsakymas. Ne, kaip ką tik matėme pavyzdyje, trijų atsitiktinių skaičių suma nebūtinai dalijasi be liekanos iš 3.

O dabar imkime rašyti šiek tiek ilgesnes virtines, o klauskime ir vėl apie tai, kokius tris 

skaičius iš jų pasisektų rasti.

2 uždavinys
Aklai be pasikartojimų parašome dabar jau nebe 3, o 4 pirmosios šimtinės skaičius. Gal dabar jau būtinai tarp parašytųjų skaičių rasis tokie trys skaičiai, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3?

Atsakymas vėl yra neigiamas. Ne, nebūtinai.

Pavyzdys. Pasitaikius skaičiams 1, 2, 4, 5 tokių trijų skaičių tarp jų surasti nepavyktų, nes, dėliodami visais įmanomais būdais po tris skaičius, arba rašydami sumas 

2 + 4 + 5, 1 + 4 + 5, 1 + 2 + 5, 1 + 2 + 4
gauname atitinkamai sumų 11, 10, 8, 7 virtinę. Joje iš 3 besidalijančių skaičių nėra.

Dabar mes matome, kad mums svarbu ne tiek tai, kokie tie mūsų pasirinktieji skaičiai iš tikrųjų yra, o labiau, arba net visų pirma reikšminga yra (tik) tai, kokios yra tų pasirinktųjų skaičių dalybos iš 3 liekanos.

Kitais žodžiais kalbant, jeigu mes uždaviniuose imtume jau ne skaičius 1, 2, 3, ..., 98, 99, 100, o jų dalumo iš 3 liekanas, arba, mūsų atveju, 34 vienetus (vietoje skaičių 1, 4, 7, ..., 94, 97, 100), toliau dar 33 dvejetus (vietoje 33 skaičių 2, 5, 8, 95 ir 98)ir galop dar ir 33 nulius (vietoje 33 skaičių 3, 6, 9, ...., 99),tai uždavinio esmė nuo to nepasikeistų, o pats sprendimas pasidarytų techniškai šiek tiek paprastesnis ir gal lengviau suvokiamas.

Tiktai mūsų atveju skaičius pakeitus jų dalybos iš 3 liekanomis, arba perėjus nuo pačių skaičių prie jų atitinkamų liekanų, šiek tiek parankiau darosi kalbėti jau nebe tiek apie atsitiktinai į eilę rašomas tokių liekanų virtines, o vaizduotis, jog Martynas turi kišenėje 100 kortelių, su ant 34 iš jų užrašytais 1-tais, dar 33 – su užrašytais 2-tais ir dar 33 – su ant jų parašytais 0-is, nors kartais ir toliau kalbėsime apie 100 kortelių su skaičiais nuo 1 iki 100. Ir toliau taip formuluosime kitus uždavinius.

3 uždavinys
Kiek kortelių reikėtų nežiūrint paimti iš tos pačios kišenės, kad tarp paimtųjų jau garantuotai rastųsi tokios trys kortelės, kad jų suma būtų dali iš 3?
Sprendimas. Įsitikinsime, kad tam visiškai pakanka nežiūrint atsitiktinai paimti daugių daugiausiai 5 korteles. Iš tikrųjų, jeigu mes pažiūrėtume į penkių skaičių dalumo iš 3 liekanas, tai tada gali būti, kad dalijant mums ir pasitaikė trys skaičiai, duodantys visas įmanomas tokios dalybos iš 3 liekanas 0, 1, 2. Tada tokių trijų pasitaikiusių skaičių liekanų suma pati dalijasi iš 3, vadinasi, iš 3 būtų tikrai pasidalijusi ir pačių tų skaičių suma. Kitu atveju, jeigu tarp tų penkių paimtųjų liekanų nerandame visų trijų galimų skirtingų liekanų, vadinasi, mums pasitaiko tik daugiausiai dvi skirtingos dalumo iš 3 liekanos. Kadangi tų liekanų, kaip sakyta, yra penkios, o skirtingų liekanų dabar tik dvi, tai viena kuri nors iš tų dviejų liekana tikrai pasikartos 3 kartus ir tų trijų skaičių suma ir pati dalysis be liekanos iš 3.

Atsakymas. Reikia daugiausiai 5 skaičių, kad tarp jų visada garantuotai rastųsi tokie trys skaičiai su iš 3 besidalijančia tokių skaičių suma. 

Toliau mes mėginsime išsiaiškinti, kiek skaičių reikėtų paimti, kad iš 3 garantuotai dalytųsi ir didesnio skaičiaus aklai paimtųjų kortelių suma.

4 uždavinys

Atsitiktinai imame 6 kortelių (skaičių) virtinę. Ar būtinai tų 6 aklai parinktųjų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3? 

Atsakymas: ne, nebūtinai, pavyzdžiui netinka virtinė 1, 1, 1, 1, 1, 0. 

5 uždavinys
Atsitiktinai imame 7 kortelių (skaičių) virtinę. Ar būtinai tarp tų jau parinktųjų visada garantuotai rasis tokios 6 kortelės, kad jų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3? 

Atsakymas ir vėl yra neigiamas: ne, nebūtinai, pavyzdžiu gali būti bet kokia 5-ių vienetų ir 2-jų nulių virtinė 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0.

Tikrai, kadangi tų visų septynių liekanų suma yra 5, tai atmetus vieną skaičių, arba imant tik 6 skaičius ta suma gali arba likti 5 (kai atmetame 0), arba vienu vienetu sumažėti ir būti lygi 4 (kai atmetame 1).

Abiem atvejais toji suma iš 3 tikrai nesidalija. 

6 uždavinys

Atsitiktinai imame 8 kortelių (skaičių) virtinę. Ar būtinai tarp tų jau parinktųjų kortelių (skaičių) visada rasis tokios 6 kortelės, kad jų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3?

Spręsdami vėl remsimės 3 uždaviniu, kuriame buvo paaiškinta, kad paėmus 5 bet kokias korteles, tarp jų visada garantuotai rasis tokios trys, kurių suma pati dalijasi be liekanos iš 3.

Mūsų samprotavimo tvarka bus tokia: iš tų 8 paimtųjų pirmiau paimsime bet kokias 5 ir iš jų pagal tai, kas buvo įrodyta, visada galėsime parinkti tokias 3, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3.

Atskyrus tuos tris skaičius su iš 3 besidalijančia suma nuo tų 8 skaičių, vėl turėsime kitus 5 skaičius. Iš tų 5-ių skaičių vėl išskirsime kitą iš 3 besidalijantį skaičių trejetą. Tie du trejetai ir sudarys tuos 6 skaičius, kurių suma dalijasi iš 3.

Atsakymas. Taip, tai visada įmanoma. Turėdami 8 bet kokius skaičius tarp jų visada galima rasti tokius 6 skaičius, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3.

Pereisime prie uždavinių susijusių tuo, kad tarp paimtųjų kortelių rastųsi arba 4, arba 5 kortelės su vėl iš 3 besidalijančia skaičių suma.

7 uždavinys

Iš 100 kortelių su skaičiais nuo 1 iki 100 atsitiktinai paimame 10 kortelių. Ar visada tarp tų paimtųjų kortelių visada rasis tokios 4 kortelės su iš 3 besidalijančia paimtųjų skaičių suma?

Atsakymas. Ne, taip yra ne visada.
Pavyzdžiu galima imti 10-ties vienetų virtinę1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1. Tą patį gautume imdami ir 10-ties dvejetų virtinę 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2.

Taip yra todėl, kad pirmuoju atveju bet kurių 4 skaičių suma būtų visada 4, o kitu atveju – visada 8, ir todėl iš 3 niekada nesidalija.

8 uždavinys

Ar tam, kad visada atsirastų 4 skaičiai su iš 3 besidalijančia skaičių suma, gana būtų paimti:
(A) 20 skaičių?

(B) 25 skaičius?

(C) 30 skaičių?

(D) 33 skaičius?

(E) 34 skaičius?

(F) 35 skaičius?

(G) 36 skaičius?

(H) 37 skaičius?

Neigiamas atsakymas, pavyzdžiui, į dalį (D), savaime suprantama, reiškia neigiamą atsakymą ir į (A), (B), (C) dalis.

Vėl, panašiai kaip 7 uždavinyje, tinka ištisinė vienetų, šį kartą 33-jų, virtinė.

(D) dalies atsakymas yra: ne, ne visada. Nes yra virtinė su 33 vienetais. Kadangi vienetai yra netgi ne tik 33, bet net ir 34 (jeigu paimtume juos visus, jų ir yra, kaip sakyta, 34), tai neigiamas būtų atsakymas ir į dalį (E).

(E) dalies atsakymas: ne, ne visada. Pavyzdžiu imama 34 vienetų virtinė 1, 1, 1,..., 1, 1.

Pavyzdys su 34 vienetais ir 1 dvejetu rodo, kad neigiamas yra ir atsakymas į dalį (F).

(F) dalies atsakymas: ne, ne visada.

Dalį (G), kad atsakymas yra jau „TAIP“, galima būtų griežtai įrodyti – pamėginkite tai padaryti savarankiškai.

Dar kartą primename, kad tada reikėtų įrodyti, jog paėmus bet kokius 36 skaičius, tarp tų skaičių visada rasis tokie 4 skaičiai, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3.

Taigi (F) dalies atsakymas yra teigiamas: taip, visada galima.
Teigiamas atsakymas į dalį (F) reiškia, kad teigiamas yra atsakymas į dalį (H), kai imame jau nebe 36, o 37 korteles:

(H) dalies atsakymas: taip, visada.

9 uždavinys yra visiškai panašus į 8 uždavinį, tik vietoje 4 kortelių su iš 3 besidalijančia suma, dabar bus penkios kortelės su iš 3 besidalijančia suma. Taip turime naują uždavinį.

9 uždavinys

Ar tam, kad visada atsirastų 5 skaičiai su iš 3 besidalijančia skaičių suma, gana būtų paimti:
(A) 20 skaičių?

(B) 25 skaičius?

(C) 30 skaičių?

(D) 33 skaičius?

(E) 34 skaičius?

(F) 35 skaičius?

(G) 36 skaičius?

(H) 37 skaičius?

9 uždavinys skiriamas savarankiškam darbui, pavyzdžių konstravimui ir įrodinėjimui. Paranku ir tai, kad visi atsakymai pasirodo esantys tokie patys, kaip ir 8 uždavinyje, todėl bus į ką orientuotis. Suprantama, konkretūs pavyzdžiai, iliustruojantys tuos atsakymus, bus, suprantama, kiti.

Šis uždavinys yra paimtas iš Baltarusijos rajoninių olimpiadų knygutės, kur yra ir daugiau įdomių ir patrauklių uždavinių.
3.1.3. Daliklių virtinės. Kas galima ir kas negalima
Paimkime tris iš eilės einančius skaičius 1, 2 ir 3 ir paklauskime, ar yra tokie kiti skaičiai, pavadinkime juos A, B ir C, kad trijų galimų tokių skaičių porų (A, B), (A, C) ir (B, C) didžiausieji bendrieji dalikliai ir būtų tie trys pirmieji iš eilės einantys skaičiai 1, 2 ir 3. Klausimas atrodo paprastas, atsakymą surasti taip pat nesudėtinga.

Taip, tokie trys skaičiai A, B ir C egzistuoja. Sakysime, galima imti skaičius 2, 3 ir 6.

Čia turėjo reikšmės tokia paprasta aplinkybė, kad turint tris skirtingus elementus, iš jų galima sudaryti tris skirtingų elementų poras, jeigu elementų tvarka pačios poros viduje mums nesvarbi. Didėjant elementų skaičiui elementų porų skaičius didėja daug greičiau negu pačių elementų skaičius.

Nesunku įsitikinti (išvardijant arba „konkrečiai“ surašant), kad turėdami keturis elementus A, B, C ir D galima sudaryti jau šešias tokių elementų poras, jei, kaip ir anksčiau, nekreiptume dėmesio į elementų eilę pačioje poroje.

Turint penkis elementus A, B, C, D ir E tokių porų galėtume sudaryti jau dešimt, o turint šešis elementus A, B, C, D, E ir F – jau penkiolika.

Uždavinys

Prisimenant gana sėkmingą pradžią, dabar galima kelti klausimą: ar egzistuoja tokie šeši natūralieji skaičiai A, B, C, D, E ir F, kad visi galimi didžiausieji visų galimų jų porų dalikliai sudarytų „natūralią“ aibę 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ir 15?

Sprendimas.

Įsivaizduokime, kad tokius šešis natūraliuosius skaičius A, B, C, D, E ir F kažkaip pavyko rasti. Galėtume vaizduotis juos esant voke, tik mes tų skaičių iš voko dar neištraukėme.

Tame voke yra ir tokia skaičių pora, nemažindami bendrumo ir konkretumo sakykime, kad ją sudaro skaičiai A ir B, kurių bendras didžiausias daliklis yra 7. Tada, suprantama, abu tie skaičiai A ir B tikrai dalijasi be liekanos iš 7.

Pagal prielaidą tame pačiame voke yra ir dar kita skaičių pora, kurios bendras didžiausiasis daliklis yra 14. Kokie gi skaičiai tada priklauso tai kitai skaičių porai?

Dabar galimi du atvejai:

Pirmasis atvejis: į tą kitą porą įeinantys skaičiai yra kiti, negu tie, kurie buvo minėti įeinantys į pirmąją porą. Tada mes, vėl nemažindami nei bendrumo, nei konkretumo, galime sakyti, kad tai yra kiti skaičiai C ir D.

Antrasis atvejis: Į tą porą gali įeiti ir vienas kuris iš tų skaičių, kurie įeina į pirmąją porą, sakykime, kad tai skaičius B (kitas poros skaičius būtinai turi būti skirtingas, sakykime, kad tai yra skaičius C, nes juk abu tų dviejų porų skaičiai sutapti tikrai negali).

Abiems tiems atvejams – tiek pirmajam, tiek ir antrajam – bendra yra tai, kad visada atsiranda dar vienas skaičius C, skirtingas nuo A ir B, kuris, kaip besidalijantis be liekanos iš 14, savaime aišku, taip pat dalijasi be liekanos ir iš 7.

Taigi abiem tais atvejais – tiek pirmuoju, tiek ir antruoju – voke jau yra mažų mažiausiai trys skaičiai, besidalijantys be liekanos iš 7.

Tačiau trys be liekanos iš 7 besidalijantys skaičiai garantuoja mums tris skirtingas tokių skaičių sudaromas poras, o pagal sąlygą visų porų didžiausieji bendri dalikliai yra skirtingi – nes skirtingų porų šeši skirtingi skaičiai sudaro irgi penkiolika (kaip ir skaičių nuo 1 iki 15 yra juk irgi 15).

Todėl trijų skaičių porų tokių, kad kiekvienas poros skaičius dalijasi iš 7, bendri didžiausieji dalikliai irgi dalysis iš 7. Kadangi visi tie bendri didžiausieji dalikliai yra skirtingi, tai tarp skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ir 15 turėtų atsirasti trys skirtingi iš 7 besidalijantys skaičiai, bet jų yra tik du, būtent 7 ir 14, o mums reikėtų trijų.

Gautasis prieštaravimas įtikina mus, kad tokių šešių skaičių nei tame, nei kitame voke surasti negalima.

Pabaigai siūlome skaitytojui išspręsti tokių uždavinių.

1. Ar galima bet kuriems trims skirtingiems sveikiesiems teigiamiems skaičiams k, l, m
nurodyti tokius sveikuosius teigiamus skaičius A, B ir C, kad trijų jų sudaromų porų (A, B), (A, C) ir (B, C) bendri didžiausieji dalikliai būtų būtent tie trys iš anksto nurodytieji skaičiai k, l, m?

2. Ar galima būtų surasti tokius keturis skaičius A, B, C ir D, kad visų šešių įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (B, C), (B, D) ir (C, D) bendri didžiausieji dalikliai būtų skaičiai 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 (gal būt kita tvarka)?

3. Ar galima būtų surasti tokius keturis skaičius A, B, C ir D, kad visų šešių įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (B, C), (B, D) ir (C, D) bendri didžiausieji dalikliai (visi 6) būtų skirtingi skaičiai?

4. Ar galima būtų surasti tokius penkis skaičius A, B, C, D ir E, kad visų dešimties įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (B, C), (B, D), (B, E), (C, D), (C, E) ir (D, E) bendri didžiausieji dalikliai būtų skaičiai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir 10 (gal būt kita tvarka)?
5. Ar galima būtų surasti tokius penkis skaičius A, B, C, D ir E, kad visų dešimt įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (B, C), (B, D), (B, E), (C, D), (C, E) ir (D, E) bendri didžiausieji dalikliai (visi dešimt skaičių) būtų skirtingi?

6. Ar galima būtų surasti tokius šešis skaičius A, B, C, D, E ir F, kad visų penkiolikos įmanomų tokių skaičių sudaromų porų bendri didžiausieji dalikliai (visi penkiolika skaičių) būtų skirtingi?


Atsakymai:

1. Ne, ne visada, pavyzdžiui, negalima būtų gauti skaičių 1, 2 ir 4.


2. Negalima.


3. Galima.


4. Negalima.


5. Galima.


6. Galima.
3.1.4. Skaičių kodavimas
Kaip galima pakeisti skaičių perkėlus vos vieną jo skaitmenį iš vieno galo į kitą?

Filosofinis atsakymas į šį klausimą yra aiškus. Skaičius N perkėlus vieną jo skaitmenį iš pradžios į galą (arba, atvirkščiai, iš galo į pradžią) gali visai nepasikeisti, pavyzdžiui, skaičius 

11111 tikrai nepasikeis, jeigu mes jo paskutinį skaitmenį perkelsime į priekį ar pirmąjį skaitmenį perkelsime į galą.

Tačiau dažniausiai skaičius N nuo tokio perkėlimo pasikeičia, pavyzdžiui, toks yra kad ir pats artimiausias skaičiaus 11111 kaimynas 11112.

Nesvarbu, ar pirmąjį skaitmenį kelsime į galą, ar paskutinį skaitmenį į priekį, skaičius pasikeis – jis virs arba skaičiumi 21111, arba skaičiumi 11121, vadinasi, šiuo atveju jis visada pasikeičia.
„Aritmetinis“ panašaus klausimo kėlimas gali turėti ir daugiau variantų, nes „aritmetinis“ tokio klausimo kėlimas labiau susijęs ne tiek su klausimu, ar pasikeis, bet gal labiau su klausimu, kiek konkrečiai koks skaičius gali pasikeisti ir kiek negali.

Kitais žodžiais kalbant, šiuo atveju aritmetinis klausimo kėlimas pratęsia filosofinį ir suteikia galimybę pasidomėti dar ir vadinamosiomis kiekybinėmis smulkmenomis, kurios kartais būna gana intriguojančios.

Keliam skaitmenį į priekį

1 uždavinys

Pavyzdžiu galėtume imti kitą labai gerai žinomą klasikinį aritmetikos uždavinį iš ciklo

„Negi taip gali būti?“

Šešiaženklis natūralusis skaičius baigiasi skaitmeniu 4. Tą 4 perkėlus „į priekį“ skaičius pasidaro 4 kartus didesnis. Ar taip tikrai esti?

Pirmiausiai pastebėkime, kad geresniam spėresniam skaičiuokliui tai joks ne uždavinys, juo labiau tai ne uždavinys bet kuriai kompiuterinei programai – ji vienaip ar kitaip – per vieną sekundę ar per dvi – paims ir perrinks visus tuos skaičius (jai tai tepasirodys tik keli skaičiai) ir išspausdins atsakymą greičiau, negu mes baigsime skaityti šį sakinį.

Na, o ką daryti paprastam žmogui, tarkime, tokiam, kuris dar nelabai moka įsijungti skaičiuoklį arba nelabai nori tai daryti, bet popieriaus lapą su savimi dar turi pasiėmęs. Jis gali, pasiėmęs tą lapą, jame užrašyti tą šešiaženklį skaičių. 

Prieš 4-to perkėlimą į priekį tas skaičius atrodys taip:

☻ ♠ ♣ ♥ ♦ 4
Po perkėlimo jis pasikeis ir bus toks:

4 ☻ ♠ ♣ ♥ ♦

I būdas. Pagal sąlygą jis nuo to 4-to perkėlimo iš galo į pradžią paketurgubėja, arba prisiminus daugybą stulpeliu, tą nepaprastai aiškią ir patogią informacijos perteikimo ir kodavimo priemonę, jis „įgyvendina“ tokią lygybę:
	
	☻ ♠ ♣ ♥ ♦ 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ ♣ ♥ ♦


Tačiau daugyba stulpeliu juk atliekama taip: paskutinį (vienetų) skaitmenį 4 mes turime padauginti iš 4. Padauginę gausime 16 ir tą skaičiaus 16 vienetų 6-tą mes ir privalome apačioje, žemiau brūkšnio, rašyti paskutiniuoju sandaugos skaitmeniu tiksliai į tą vietą, kurioje yra ♦. Vadinasi, ♦ = 6.

Įrašę tą 6-tą abiejose vietose – nes jį privalu įrašyti ir dauginamajame, ten irgi yra ♦, turėsime jau „konkretesnį“ daugybos stulpeliu užrašą
	
	☻ ♠ ♣ ♥ 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ ♣ ♥ 6


Tęsiame daugybą stulpeliu. Ką gi mes turime daryti toliau? Pirmiausiai mes turime prisiminti, jog rašydami apačioje po brūkšniu 6-tą mes dar esame įpareigoti tą dešimčių 1-tą (juk buvo 4∙4 = 16) perkelti į aukštesnį – šiuo atveju dešimčių skyrių.
Todėl toliau kalbėsime taip: keturi kart šeši (lygu) dvidešimt keturi ir (dar) vienas mintyje (lygu) dvidešimt penki – penkis rašome, du (lieka) mintyje (ir tie du, likę „mintyje“ bus keliami į gretimą, aukštesnį, arba jau į šimtų skyrių).
Tačiau apačioje, kur turėtume rašyti 5, pagal mūsų uždavinio sąlygą puikuojasi ♥. Todėl ♥ = 5 ir patikslinus
	
	☻ ♠ ♣ 5 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ ♣ 5 6


Dabar galime padaryti dar vieną žingsnį (primename, kad dabar į šimtų skyrių yra keliami jau 2). Taigi tęsiame: penki kart keturi (lygu) dvidešimt, (ir dar) du mintyje (lygu) dvidešimt du – du rašome, du (lieka) mintyje (ir tie du, likę „mintyje“, bus keliami į gretimą, aukštesnį, arba dabar jau į tūkstančių skyrių). Bet ten, kur mes dabar, nuosekliai tęsdami veiksmus, privalėtume rašyti tuos 2, yra parašytas ♣, vadinasi, ♣ = 2 ir po dar vieno „pakonkretinimo“ žinome jau dar daugiau:
	
	☻ ♠ 2 5 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ 2 5 6


Lieka tik tęsti: du kart keturi (lygu) aštuoni, (ir dar) du mintyje (lygu) dešimt – nulį rašome, vienas (lieka) mintyje (ir tas vienetas, likęs „mintyje“, bus keliamas į gretimą, aukštesnį, arba dabar jau net dešimčių tūkstančių skyrių).

Bet ten, kur tuoj bus 0, pagal dabartinę daugybos stulpeliu koduotę yra parašytas ♠,vadinasi, turi būti ♠ = 0, o tada jau beveik viskas aišku:
	
	☻ 0 2 5 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ 0 2 5 6


Beliko sužinoti, kam lygus ☻, arba pasakyti paskutinį sakinį: nulis kart keturi (lygu) nulis, (ir dar) vienas mintyje (lygu) vienas – vieną rašome, nieko (nelieka) mintyje (ir nieko nereikės kelti į gretimą, aukštesnį, arba jau šimtų tūkstančių skyrių).Vadinasi, 1 turime rašyti vietoje ☻ ir visa galutinai paaiškėja:
	
	1 0 2 5 6 4

	x
	4

	
	4 1 0 2 5 6


Atsakymas. Ieškomasis skaičius yra 102564.

II būdas. Visiškai tą patį būtume galėję padaryti, jeigu būtume „pritaikę“ dalybą stulpeliu: tada turėtų būti:
	4
	☻
	♠
	♣
	♥
	♦
	4

	
	
	
	
	
	
	☻ ♠ ♣ ♥ ♦ 4


Dabar, kadangi 4 „telpa“ į 4 „vieną kartą“, todėl ☻ yra 1 ir tada, patikslinus, pati dalybos kampu pradžia būtų tokia:
	4
	1
	♠
	♣
	♥
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 ♠ ♣ ♥ ♦ 4

	
	1
	
	
	
	
	


Dabar norint padaryti žingsnelį į priekį daug laužyti galvos nereikia, nes 4 į 1 „nė karto netelpa“, todėl paimti galėsime tik po „0 kartų“ ir todėl ♠ = 0. Įrašę, kas paaiškėjo, turėsime
	4
	1
	0
	♣
	♥
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 ♣ ♥ ♦ 4

	
	1
	0
	
	
	
	


Nusikėlę 0 matome, kad skaičius 4 dabar jau į skaičių 10 telpa „pilnus“ 2 kartus, vadinasi, kitas gretimas skaičius, dabar iš eilės jau ♣, yra 2: ♣ = 2. Vėl „pakonkretinus“
	4
	1
	0
	2
	♥
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 ♥ ♦ 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	


Nusikėlus 2 gauname 22 ir į tuos 22 mūsų daliklis 4 telpa dabar jau „pilnus“ 5 kartus, todėl sekantis patikslinimas yra tas, kad ♥ = 5. Vėl įrašius ir nusikėlus 5 būtų
	4
	1
	0
	2
	5
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 5 ♦ 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	2
	0
	
	
	

	
	
	
	2
	5
	
	


Dabar po to, kai pasakysime, kad į 25 daliklis 4 telpa „pilnus“ 6 kartus, tada ir paaiškės, kad 
♦ = 6 ir mūsų dalybos veiksmas bus sėkmingai užbaigtas.
	4
	1
	0
	2
	5
	6
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 5 6 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	
	2
	5
	
	

	
	
	
	2
	4
	
	

	
	
	
	
	1
	6
	


Tai, kad veiksmas yra sėkmingai užbaigiamas, liudija tai, kad paskutinysis dalmens skaitmuo 4 atitinka tam, kad daliklis, kuris irgi lygus 4, lygiai keturis kartus telpa į paskutiniajam veiksmui nukeltus 16 (juk buvo 4∙4 = 16) ir visas pilnas veiksmas tada atrodo taip:
	4
	1
	0
	2
	5
	6
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 5 6 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	
	2
	5
	
	

	
	
	
	2
	4
	
	

	
	
	
	
	1
	6
	

	
	
	
	
	1
	6
	

	
	
	
	
	
	0
	


Pastaba. Istorija su į priekį perkeltu 4 ir nuo to perkėlimo net 4 kartus padidėjusiu skaičiumi yra gana trumpa: tam gana to, kad skaičius turėtų tik 6 skaitmenis, kaip mes ką tik matėme.

Suformuluosime visiškai panašų uždavinį, kurio istorija bus daug ilgesnė.

2 uždavinys

Nurodykite kokį nors vieną skaičių, kuris baigiasi 2, ir kuris, perkėlus tą 2 į skaičiaus priekį, nuo to pasidaro 2 kartus didesnis.
Sprendimas. Dabar mes, nebe taip kaip buvo anksčiau, jau nebežinome, kiek tas skaičius turi ženklų, bet dėl to mums nelabai baisu – mes vis tiek galime užrašyti panašiai, kaip kad rašėme anksčiau:
	
	A B ... ♣ ♥ ♦ 2

	x
	2

	
	2 A B ... ♣ ♥ ♦


Darydami lygiai taip pat, kaip jau darėme anksčiau, žingsnis po žingsnio gautume:

Pirmiausiai paaiškėtų, kad ♦ = 4 ir
	
	A B ... ♣ ♥ 4 2

	x
	2

	
	2 A B ... ♣ ♥ 4


Toliau pamatytume, kad ♥ = 8 ir todėl
	
	A B ... ♣ 8 4 2

	x
	2

	
	2 A B ... ♣ 8 4


Sekantis paaiškėjantis skaitmuo būtų ♣, kuris privalėtų būti lygus 6, taigi vėl padarome žingsnelį į priekį rašydami 
	
	AB ... 6 842

	x
	2

	
	2AB ... 684


Toliau, žingsnis po žingsnio – nepamirškite perkėlimų į aukštesnį skyrių – veiksmas vyktų taip:

	
	AB ... 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 73 684


	
	AB ... 4 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 473 684


	
	AB ... 94 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 9 473 684


	
	AB ... 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 89 473 684


	
	AB ... 7 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 789 473 684


	
	AB ... 57 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 5 789 473 684


	
	AB ... 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 15 789 473 684


	
	AB ... 3 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 315 789 473 684


	
	AB ... 63 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 6 315 789 473 684


	
	AB ... 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 26 315 789 473 684


	
	AB5 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB 526 315 789 473 684


	
	A05 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	2A0 526 315 789 473 684


	
	105 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	210 526 315 789 473 684


Atsakymas. Radome skaičių, kuris padidėja 2 kartus jo paskutinįjį skaičių perkėlus iš „galo“ į „priekį“. Tai skaičius 105 263 157 894 736 842.
Parašysime tą daugybą dar kartą, prirašydami apatinėje eilutėje, kiek ir kurioje vietoje „turėjome“ mintyje:
	
	105 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	210 526 315 789 473 684

	
	001 010 011 110 101 100


Aišku, kad mintyje galėjome turėti 1, („kai turėjome ką nors mintyje“) arba 0 („kai mintyje nieko neturėjome“). 

Šis atsakymo skaičius, kaip matote, turi 18 skaitmenų ir yra pats mažiausias iš visų tokių skaičių, kurie pasižymi minėtąja savybe (baigiasi 2 ir padidėja du kartus perkėlus tą dvejetą į priekį). Šį skaičių jau įdomu yra ir iš karto sugebėti negalvojant teisingai perskaityti.

Kad primintume, kaip tai darome, „daug nemokydami“ imkime ir pasimankštinkime. „Skaitymo“ pratybos geram pirmokui. Perskaitykite visus skaičius:


                                              736 842; 

                                                            894 736 842;

                                                     157 894 736 842;

                                             263 157 894 736 842;

                                       105 263 157 894 736 842.

· 
Atsakymai:
· septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· šimtas penkiasdešimt septyni milijardai aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· du šimtai šešiasdešimt trys trilijonai šimtas penkiasdešimt septyni milijardai aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· šimtas penki kvadrilijonai du šimtai šešiasdešimt trys trilijonai šimtas penkiasdešimt septyni milijardai aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du.
Pratęskime „skaitymo pratybas“. Perskaitykite skaičius pakviesdami ir vyresnėlesnių klasių mokinius:


                              842 105 263 157 894 736 842;

                                            736 842 105 263 157 894 736 842;

                                     894 736 842 105 263 157 894 736 842;

                              157 894 736 842 105 263 157 894 736 842;

                       263 157 894 736 842 105 263 157 894 736 842;

                105 263 157 894 736 842 105 263 157 894 736 842.

Po „skaitymo pratybų“ vėl grįžkime prie „įprastinės“ aritmetikos.


UŽDAVINIAI
1. Nurodykite dar kitą skaičių, kuris baigiasi 2 ir kuris irgi padidėja 2 kartus perkėlus jo paskutinįjį skaitmenį iš „galo“ į „priekį“.

Atsakymas: 105 263 157 894 736 842 105 263 157 894 736 842.
2. Nurodykite dar ir trečią tokį skaičių, kuris baigiasi 2 ir kuris irgi padidėja 2 kartus perkėlus jo paskutinįjį skaičių iš „galo“ į „priekį“.

Atsakymą suraskite patys prireikus be dirstelėję į pirmųjų dviejų uždavinių atsakymus.

3. Ar tokių natūraliųjų skaičių, kurie baigiasi 2 ir kurie padvigubėja perkėlus tą 2 į priekį, yra „kiek tik beprireiktų“, t. y. neribotai daug (arba, kaip sako matematikai, be galo daug)?

Atsakymas. Taip, tokių skaičių yra „kiek tik beprireiktų“, t. y. neribotai daug (arba, kaip sako matematikai, be galo daug). Kodėl? Jeigu turėtumėte sunkumų, užrašykite ketvirtą tokį skaičių.

Nedideli apibendrinimai

Matematikoje (o taip pat ir aritmetikoje) kaip ir kitokioje rimtoje žmogiškoje veikloje, mokydamiesi tvarkytis su kokiu nors kiek naudingesniu uždaviniu, mes visada nejučia esame parengiami tinkamai tvarkytis ir su daugybe kitų panašių „netoliese esančių“ uždavinių.

Panašiai ir dabar mes galime mūsų sąlygos 2-tą pakeisti 3-tu ir suformuluoti panašų uždavinį, kurį gali būti visiškai įdomu išspręsti savarankiškai – o po to galima dar ir „susivilioti“ jį ir „greitakalbe“ perskaityti. Pastebėsime, kad 2-tą nebūtina keisti būtent išimtinai tik 3-tu – yra ir kitokių galimybių. Nuoseklumo dėlei surašykime viską iš eilės.

4. Natūralusis skaičius baigiasi 3-tu ir patrigubėja perkėlus tą 3-tą į skaičiaus pradžią.
(A) nurodykite vieną tokį skaičių;

(B) nurodykite dar vieną skaičių;

(C) ar tokių skaičių yra „kiek beprireiktų“?

Nurodysime atsakymą į pagrindinę (A) dalį, kitas dalis palikdami skaitytojui:
1 034 482 758 620 689 655 172 413 793.

Patogumo dėlei patį veiksmą užrašysime iš pradžių atskirai, o po to ir su papildoma eilute parodydami visus konkrečius perkėlimus.
	
	1 034 482 758 620 689 655 172 413 793

	x
	3

	
	3 10 3 448 275 862 068 965 517 241 379


Rašant su pagalbine eilute, parodančia, kiek kur buvo perkeliama į aukštesnę skiltį – 0, 1, 2, turėtume:
	
	1 034 482 758 620 689 655 172 413 793

	x
	3

	
	3 103 448 275 862 068 965 517 241 379

	
	0 011 120 212 100 222 111 020 101 220


O perskaityti jį galima taip: vienas oktilijonas trisdešimt keturi septilijonai keturi šimtai aštuoniasdešimt du sikstilijonai septyni šimtai penkiasdešimt aštuoni kvintilijonai šeši šimtai dvidešimt kvadrilijonų šeši šimtai aštuoniasdešimt devyni trilijonai šeši šimtai penkiasdešimt penki milijardai šimtas septyniasdešimt du milijonai keturi šimtai trylika tūkstančių septyni šimtai devyniasdešimt trys.

Pastaba.

Keisdami 2 į 4 gautume uždavinį, kurį mes iš esmės jau esame išsprendę (pagrindinis atsakymas 102 564). O štai keisdami 2 į 5, ar į 6, ar į 7, ar į 8, ar galų gale net į 9 gausite uždavinius, kuriuos Jums bus įdomu ir atlikti, ir – ne vienu atveju – taip pat ir atsakymą perskaityti. 


Tikrai ilgoką skaičių gausite, pavyzdžiui, daugindami iš 5, bet pats ilgiausias, matyt, „nutiks“ dauginant iš 6 – apsišarvuokite kiek didesne kantrybe.

Apie skaičių, užrašomų vien skaitmenimis 2, 3, 7, 8, netrigubumą
Nagrinėkime visus įmanomus natūraliuosius skaičius, kokius tik galima užrašyti skaitmenimis 2, 3, 7 ir 8 panaudojant tuos skaitmenis vieną arba kelis kartus ar net kokio nors skaitmens duotajame skaičiuje visai nenaudojant. 

Tokių skaičių apstu: 2, 3, 7, 77, 78, 778, 783372, ... .

Klausimas: ar mūsų skaičių virtinėje kada nors pasitaikytų du tokie skaičiai A ir B, kad A = 3B?

Tai tipiškas vienos priežasties uždavinys, tik vienas faktas, iš karto gal nelabai pastebimas, yra sėkmės laidas arba ir negalimumo priežastis.

Šiuo atveju ta priežastis yra paslėpta keturiose lygybėse:

2∙3 =   6

3∙3 =   9

7∙3 = 21

8∙3 = 24.

Skaitytojas, aišku, jau viską suprato ir teiginio pagrindimas dabar pateikiamas vienu sakiniu:

Tarkime toks skaičius A = 3B atsirado. Tada ir skaičius A, ir skaičius B baigtųsi vienu iš skaitmenų 2, 3, 7, 8. Bet dar sykį pažvelgę į „keturių konkrečių lygybių virtinę“ suprantame, kad tai neįmanoma. Vadinasi, ir tokio skaičiaus tikrai nėra.

3.1.5. Lentelių pildymas
3 x 3 lentelės kaitaliojimas

Dar kartą kvadratinė 3 x 3 lentelė su surašytais joje pirmaisiais natūraliaisiais skaičiais  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 bei galimybėmis juos kaitalioti. Taigi turime lentelę
	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


ir dar galimybę kaitalioti tos lentelės skaičius pagal tokią taisyklę: vienu veiksmu leidžiama pasirinkti bet kurį tos lentelės 2 x 2 matmenų kvadratą (jų yra keturi) ir jame esančius kvadrato skaičius pakeisti prie abiejų vienos kurios nors įstrižainės skaičių pridedant po 1, o iš kitos įstrižainės, atvirkščiai, po 1 atimant (kiekvienu atveju turime 2 galimybes).

Taip pirmuoju ėjimu iš pradinės lentelės galima pereiti prie vienos iš tokių 8 lentelių:

	2
	1
	3

	3
	6
	6

	7
	8
	9


(pasirenkame kairįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija KV+);
	0
	3
	3

	5
	4
	6

	7
	8
	9


(pasirenkame kairįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija KV–);

	1
	3
	2

	4
	4
	7

	7
	8
	9


(pasirenkame dešinįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija DV+);

	1
	1
	4

	4
	6
	5

	7
	8
	9


(pasirenkame dešinįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija DV–);

	1
	2
	3

	4
	6
	5

	7
	7
	10


(pasirenkame dešinįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija DA+);

	1
	2
	3

	4
	4
	7

	7
	9
	8


(pasirenkame dešinįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija DA–);

	1
	2
	3

	5
	4
	6

	6
	9
	9


(pasirenkame kairįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija KA+);

	1
	2
	3

	3
	6
	6

	8
	7
	9


(pasirenkame kairįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija KA–).

Nurodytuosius veiksmus galima atlikinėti bet kuria eile kiek norime kartų.

Klausimai:

1 klausimas. Ar galima gauti tokią lentelę, kurios visi skaičiai būtų lygūs?

Norėdami atsakyti į šį klausimą pastebėkime, kad bet kuris iš tų aštuonių būdų pakeisti mūsų lentelės skaičius nekeičia pradinės lentelės eilučių ir stulpelių skaičių sumos.
Todėl pradinės lentelės eilučių sumos, kurios, žiūrint iš viršaus į apačią yra atitinkamai lygios 1 + 2 + 3 = 6; 4 + 5 + 6 = 15; 7 + 8 + 9 = 24 bus visą laiką tokios, kad ir kiek veiksmų mes beatliktume. 
Tas pats pasakytina apie stulpelius. Jų sumos, kurios iš pradžių yra 1 + 4 + 7 = 12; 2 + 5 + 8 = 15; 3 + 6 + 9 = 18 taip pat jau niekada nebesikeis.

Todėl atsakymas į pirmąjį klausimą, ar atlikus kažkiek veiksmų galima gauti lentelę, kurios visi skaičiai yra lygūs, arba lentelę 

	A
	A
	A

	A
	A
	A

	A
	A
	A


yra neigiamas: tokios lentelės gauti negalima, nes tokiu atveju visų eilučių ir stulpelių skaičių suma būtų viena ir tokia pati (lygi 3A), o taip nėra, nes mūsų pradinės lentelės ir visų eilučių, ir visų stulpelių visų trijų skaičių sumos yra skirtingos.

Pastebėkime, kad šiuo atveju galima pasakyti truputį daugiau: bet kuriose dviejose eilutėse ir bet kuriuose dviejuose stulpeliuose negalima padaryti, kad visi jų elementai būtų lygūs – dėl tos pačios priežasties negalima gauti pavyzdžiui nei tokios 

	A
	A
	A

	A
	A
	A

	B
	C
	D


nei, sakykime, tokios lentelės

	A
	B
	A

	A
	C
	A

	A
	D
	A


Padarytoji pastaba atsako ir į 2 klausimą: ar galima taikant nurodytąsias operacijas gauti lentelę su 8 vienodais skaičiais?

Atsakymas: ne, tokios lentelės gauti negalima, nes tada neišvengiamai būtų ir dvi ištisos eilutės (ir du ištisi stulpeliai) su vienodais skaičiais.

Nepasisekus gauti lentelės su visais vienodais skaičiais (9 vienodi skaičiai) nei su 8 vienodais skaičiais, sekantis klausimas natūraliai būtų toks:  

3 klausimas. Ar taikant nurodytąsias operacijas galima gauti lentelę su 7 vienodais skaičiais?

Atsakymas: ne, tokios lentelės taip pat negalima gauti. Paaiškinimas. Jeigu lentelėje su 7 vienodais skaičiais A ir tik dviem kitokiais skaičiais B ir C vienodas skaičius A užimtų dvi pilnas eilutes, pavyzdžiui, 
	A
	A
	A

	A
	A
	A

	A
	B
	C


arba du ištisus stulpelius, pavyzdžiui,

	A
	A
	B

	A
	A
	A

	A
	A
	C


tai to, kaip minėta, negali būti.

Belieka atvejis, kai tie 2 skirtingi elementai B ir C yra ir skirtingose eilutėse, ir skirtinguose stulpeliuose, pavyzdžiui,

	A
	A
	B

	A
	C
	A

	A
	A
	A


Tačiau taip irgi negali būti, nes tada ir visų 3 eilučių, ir visų 3 stulpelių skaičių sumos, nesvarbu kokia eile, būtų A + A + A, A + A + B, A + A + C, o to irgi negali būti, nes pradinių eilučių sumų virtinė 6, 15, 24 skiriasi nuo pradinių stulpelių sumų virtinės 12, 15 ir 18. Todėl tolesnis klausimas yra dar natūralesnis:
4 klausimas. Tai kiek gi daugiausiai elementų galima ,,sulyginti“ pradedant nuo mūsų pradinės lentelės?

Atsakymas: galima gauti lentelę su 6 lygiais elementais. Įrodysime, kad galima gauti lentelę
	5
	5
	–4

	5
	5
	5

	2
	5
	17


Įrodymas: imame pradine lentelę


	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


ir keturis kartus pritaikome operaciją KV+. Tada gauname

	5
	–2
	3

	0
	9
	6

	7
	8
	9


Toliau 7 kartus pritaikysime operaciją DV+. Gausime lentelę

	5
	5
	–4

	0
	2
	13

	7
	8
	9


Dabar 8 kartus pritaikysime operaciją DA+, tada turėsime lentelę

	5
	5
	–4

	0
	10
	5

	7
	0
	17


Beliko 5 kartus pritaikyti operaciją KA+ ir turėsime lentelę 

	5
	5
	–4

	5
	5
	5

	2
	5
	17


UŽDAVINIAI:

1. Ar galima gauti lentelę?

	–7
	5
	8

	5
	5
	5

	14
	5
	5


2. Ar galima gauti lentelę?

	–4
	5
	5

	5
	5
	5

	11
	5
	8


3. Ar galima gauti lentelę?

	2
	5
	–1

	5
	5
	5

	5
	5
	14


Atsakymas: Visais trimis atvejais atsakymas yra: taip, tokias lenteles gauti galima.

Kurioje lentelėje lengviau suktis – mažesnėje ar didesnėj?

Į kiekvieną kvadratinės n x n (n ≥ 3) lentelės langelį įrašome po vieną skaičių (visi n² įrašomųjų skaičių yra skirtingi).

Toks lentelės užpildymas (skirtingais) skaičiais vadinamas harmoningu, jeigu visų keturių mažesniųjų tos lentelės (n-1) x (n-1) pokvadračių skaičių sandauga yra viena ir ta pati.

UŽDAVINYS

Ar galima: 

(A)  apskritai nurodyti nors vieną harmoningą kurios nors kvadratinės lentelės užpildymą? 

(B)  3 x 3 lentelę harmoningai užpildyti skaičiais 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9?

(C)  3 x 3 lentelę harmoningai užpildyti skaičiais 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10?

(D)  4 x 4 lentelę harmoningai užpildyti pirmaisiais 16 natūraliųjų skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ir 16?

Sprendimas.

Atvejis (A):

Atsakymas: taip, galima, štai žemiau nurodoma viena tokia lentelė. 

Pavyzdys: nesunku patikrinti, kad skaičiais 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 ir 512
3 x 3 lentelė

	16
	8
	32

	512
	4
	256

	64
	1
	128


užpildoma harmoningai, nes visų keturių mažesnių pokvadračių skaičių sandauga yra lygi 18 dvejetų 2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2 sandaugai, o 2 pakelti aštuonioliktuoju laipsniu yra 262144. 

Atvejis (B):

Atsakymas: ne, skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 harmoningai į 3 x 3 lentelę surašyti negalima. Paaiškinimas. Jeigu tuos devynis pirmuosius skaičius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 būtų galima harmoningai surašyti į kvadratinę 3 x 3 lentelę, tai visų keturių 2 x 2 pokvadračių skaičių sandaugos būtų lygios. Kadangi 5 tikrai įeina į kurį nors (bent vieną) 2 x 2 kvadratą, tai bent viena sandauga dalijasi iš 5, o kadangi tos sandaugos, kaip tarėme, yra lygios, tai jos visos tada privalo dalytis iš 5. Vadinasi, visos tos keturios sandaugos turėtų dalytis iš 5. Tačiau tarp tų 9 skaičių kitų skaičių, besidalijančių iš 5, daugiau nėra, vadinasi, visos sandaugos gali dalytis iš 5 tik tada , kai skaičius 5 turės būti įrašytas į centrinį lentelės langelį.
Tačiau lygiai tas pats pasakytina ir apie skaičių 7, nes ir yra vienintelis iš jų, kuris yra dalus iš 7, todėl žodis į žodį pakartojus praėjusios pastraipos žodžius, tik, žinoma, vietoj 5 tariant 7, mes gautume, kad ir 7 turėtų atsidurti lentelės centre.

Tačiau tėra vienas vienintelis centrinis langelis, todėl skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9

į 3 x 3 lentelę harmoningai surašyti negalima.

Atvejis (C):

Atsakymas: ne, skaičių 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 harmoningai į 3 x 3 lentelę surašyti taip pat negalima. Paaiškinimas: „pastūmus“ skaičius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 „per vieną“, arba imant 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir 10, atsiranda dar vienas dalus iš 5 skaičius 10, todėl prieštaravimas, susijęs su dviejų skirtingų skaičių įrašinėjimu į centrinį lentelės langelį, išnyksta. Tada būtent 7 privalome rašyti į centrą, o jam iš kraštų galime mėginti rašyti abu iš 5 besidalijančius skaičius 5 ir 10.
Todėl įrašymo pradžia, nemažinant bendrumo, galėtų būti tokia 

	
	
	

	5
	7
	10

	
	
	


Dabar turime spręsti, kur rašysime tris iš 3 besidalijančius skaičius 3, 6 ir 9.

Pirmiausiai gal žiūrėkime kaip su 9: į kampą jų rašyti negalima, nes tada to kampo keturių skaičių sandauga jau dalysis bent iš 9, jei ne iš dar didesnio trejeto laipsnio, o tada likusių dviejų iš 3 besidalijančių skaičių 3 ir 6 užtikrinti likusių trijų mažesniųjų pokvadračių skaičių sandaugos dalybai iš bent 9 tikrai nepakaks.

Taigi 9 rašyti į kampą nevalia. Tačiau tada, jeigu jį rašytume krašte, bet ne kampe, tai, nemažindami bendrumo, galime sakyti, kad jį rašome viršuje. Tada lentelė būtų tokia

	
	9
	

	5
	7
	10

	
	
	


Tada vėl dviejų viršutinių pokvadračių skaičių sandauga jau dalijasi bent iš 9, o tam, kad ir abiejų kitų – tų apatinių – irgi iš bent 9 dalytųsi, tam belikę du iš 3 dalūs skaičiai, arba 3 ir 6, turėtų būti įrašyti dabar jau apatinėje eilutėje per vidurį. Tačiau ten tame vieninteliame langelyje, kuris „apačioje per vidurį“ vėl „nėra dviejų vietų“, todėl vėl tų skaičių taip kaip prašoma – harmoningai – surašyti negalima.

Atvejis (D):

Atsakymas: taip, skaičius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ir 16 harmoningai surašyti į 4 x 4 lentelę galima.

Pavyzdys:
	2
	6
	14
	4

	12
	1
	5
	9

	15
	11
	13
	10

	8
	3
	7
	16


Nesunku patikrinti, kad visų 4 mažesniųjų 3 x 3 kvadratų skaičių sandaugos yra 

2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 5 · 7 ∙ 11 ∙ 13.
Išsprendus šį uždavinį viskas yra aišku, išskyrus nebent keletą galimų pasiteiravimų. Duokime jiems vardus – pirmasis ir įdomesnysis – kaip nedidelę garantiją, kad prireikus prie tų dalykų mes dar sugrįšime.
Pirmasis pasiteiravimas. Kaip, kam ir kada galėjo ateiti į galvą tos pirmosios 3 x 3 langelius mėginti harmoningai užpildinėti (dvejeto) laipsniais?
Atsakymas į tą klausimą nėra painus, bet nuo kažko reikia pradėti, o pradėti nuo paprasto – gražu! 

Įdomesnysis pasiteiravimas. O kaip skaičių pasaulyje gimsta toks harmoningas užpildymas kaip pavyzdyje D? Mums norėtųsi išgirsti keletą esminių smulkmenų, nes dabar mes turime situaciją: DEUS EX MACHINA, arba, visai linksmai kalbant: ŽYBT IR YRA!
O dabar jau visai rimtai pamėginsime paaiškinti, kaip tokią lentelę būtų galima gauti – pabrėšime, kad atspėti gerai, o kokią papildomą naudingą smulkmeną įžiūrėti dar geriau. Pradedame, kaip įprasta, nuo prielaidos, kad tokią lentelę gauti galima, ir pažiūrėkime, kas tada dar gali būti visai aišku.
Pirmoji pagrindinė smulkmena: jeigu tokią lentelę gauti galima, tai jos vidiniame 2 x 2 kvadrate vietoje vienų skaičių galime imti bet kokius kitus – tinkama lentelė vis tiek liks tinkama lentele.

Iš čia išplaukia aiški išvada, kad sėkmingai lentelei gana tinkamai išdėstyti skaičius „apie kontūrą“. Todėl kol kas mes tų vidaus skaičių visai nerašysime, o tik vėliau ten surašysime, kas liks:

	A
	B
	C
	D

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	K
	J
	I
	H


Kadangi pagal prielaidą visų 3 x 3 kvadratų skaičių sandaugos yra tokios pačios, tai ir sandauga A ∙ B ∙ C ∙ M ∙ L turi būti lygi sandaugai B ∙ C ∙ D ∙ E ∙ F, arba, šiek tiek suprastinus,

A ∙ M ∙ L = D ∙ E ∙ F.

Panašiai E ∙ F ∙ H = M ∙ L ∙ K.
Sudauginus abi pastarąsias lygybes būtų A ∙ M ∙ L∙ E ∙ F ∙ H = D ∙ E ∙ F ∙ M ∙ L ∙ K ir po abiejų pusių suprastinimo iš (M ∙ L ∙ E ∙ F) gautume „raktinę“ trumpą lygybę A ∙ H = D ∙ K, reiškiančią štai ką: jei tokia lentelė įmanoma, tai jos tolimiausiuose kampuose esančių skaičių sandaugos yra vienodos. 

Tuo ir pradėsime „konstruktyviąją“ lentelės sudarymo dalį. Pirmiausiai paimsime keturis skaičius iš pirmųjų šešiolikos skaičių virtinės

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,

kad pirmųjų dviejų „tolimiausiųjų kampų“ sandauga būtų lygi likusiųjų dviejų „tolimiausiųjų kampų“ skaičių sandaugai, pavyzdžiui, 2, 16, 4, 8 ir įrašysime juos pradedamos pildyti lentelės kampuose:

	2
	B
	C
	4

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	8
	J
	I
	16


Toliau pirmiausiai iš likusių 12 skaičių 1, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ir 15 reikėtų parinkti tokius keturis skaičius B, C, J ir I, kad B ∙ C = 4 ∙ J ∙ I.
Pabandžius tokius B, C, J ir I tikrai pavyksta rasti imant atitinkamai, pavyzdžiui, 6, 14, 3 ir 7, nes tikrai 6 ∙ 14 = 84 = 4 ∙ 3 ∙ 7. Įrašius būtų:

	2
	6
	14
	4

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	8
	3
	7
	16


Toliau iš likusiųjų dar nepaimtųjų 8 skaičių 1, 5, 9, 10, 11, 12, 13 ir 15 reikia surasti dar kitus keturis tokius skaičius M, L, E ir F, kad būtų M ∙ L = 2 ∙ E ∙ F. Ir tokius M, L, E ir F, vietoje jų imant 9, 10, 12, 15, ir žiūrint, kad tikrai būtų 12 ∙ 15 = 180 = 2 ∙ 9 ∙ 10, duotuoju atveju tikrai pavyko rasti. Įrašome ir juos, tada jau beveik pilna lentelė bus tokia 

	2
	6
	14
	4

	12
	
	
	9

	15
	
	
	10

	8
	3
	7
	16


Į ją belieka surašyti dar „nenaudotus“ skaičius 1, 5, 11 ir 13 ir tuo pačiu baigti surašinėti lentelę:

	2
	6
	14
	4

	12
	1
	5
	9

	15
	11
	13
	10

	8
	3
	7
	16


Kelios pastabos po užpildytos lentelės:

1 pastaba. Viduriniame kvadrate likę skaičiai 1, 5, 11, 13 galėjo būti ir kitokie: pavyzdžiui, jeigu mes kampuose jau pačioje pradžioje būtume rašę skaičius 1, 2, 4, 8 arba būtume ėmę pildyti lentelės pakraščius.

	1
	B
	C
	2

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	5
	J
	I
	10


Tada mums sėkmingai baigiant pildyti lentelę po pasisekusio skaičių parinkinėjimo iš pradžių iš dabar likusių tokių 12 skaičių 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15 ir 16 reikėtų parinkti vienus tokius keturis skaičius B, C, J ir I, kad B ∙ C = 5 ∙ J ∙ I. Ir tokius B, C, J ir I, ir dabar, imant atitinkamai, pavyzdžiui, 14, 15, 6 ir 7, tikrai pasiseka surasti, nes 14 ∙ 15 = 210 = 5 ∙ 6 ∙ 7.

	1
	14
	15
	2

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	5
	6
	7
	10


Dabar vėl iš likusiųjų jau tik 8 skaičių 3, 4, 8, 9, 11, 12, 13 ir 16 reikia surasti dar kitus keturis tokius skaičius M, L, E ir F, kad būtų M ∙ L = 2 ∙ E ∙ F. Tokie skaičiai ir vėl atsiranda imant vietoje M, L, E ir F atitinkamai 8, 12, 3, 16, nes 8 · 12 = 96 = 2 · 3 · 16. Įrašę vėl turime jau beveik pilną lentelę,

	1
	14
	15
	2

	8
	
	
	3

	12
	
	
	16

	5
	6
	7
	10


į kurios vidų arba į likusias 4 vietas reikia surašyti 4 likusius skaičius 4, 9, 11, 13. Visa užpildytoji lentelė tada bus tokia:

	1
	14
	15
	2

	8
	4
	9
	3

	12
	11
	13
	16

	5
	6
	7
	10


2 pastaba. Nesunku pastebėti, kad kaip beįrašinėtume skaičius, skaičiai 11 ir 13 niekaip negali atsidurti lentelės krašte, o visada lieka įrašyti lentelės viduje.

3 pastaba. Ne kiekvienas įrašas lentelės kraštuose, toks, kad priešingų kampų skaičių sandauga yra vienoda, leidžia baigti pildyti lentelę. Sakysime, jeigu mes kampuose vėl surašytume 4 tinkamus skaičius 1, 2, 7, 14, nes 1 ∙ 14 = 2 ∙ 7 pradėtume pildyti lentelę,
	1
	B
	C
	2

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	7
	J
	I
	14


tai jos baigti pildyti pagal mūsų reikalavimus neįmanoma. 

Kodėl? Atsakymas labai paprastas.

Dabar mes turėtume iš likusių tokių 12 skaičių 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15 ir 16

parinkti vienus tokius keturis skaičius B, C, J ir I, kad B ∙ C = 7 ∙ J ∙ I. Tačiau dabar to padaryti tikrai nebepavyks, nes jeigu taip padaryti būtų galima, tai sandauga B ∙ C privalėtų dalytis iš 7, vadinasi, vienas kuris skaičius B arba C privalėtų dalytis iš 7. Bet nė vienas iš likusiųjų skaičių 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15 ir 16 iš 7 nebesidalina, todėl ir duotosios lentelės baigti pildyti nebeįmanoma.

Tinkamos lentelės „perstatos“. Jeigu mes turime tinkamą lentelę, 

	A
	B
	C
	D

	M
	N
	O
	E

	L
	R
	P
	F

	K
	J
	I
	H


tai joje galima perstatyti:

(A) skaičius B ir C;

(B) skaičius E ir F;

(C) skaičius I ir J;

(D) skaičius L ir M;

(E) skaičius N, O, P ir R.
Todėl iš vienos tinkamos lentelės galima gauti 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ (1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4) = 184 skirtingas tinkamas lenteles.

4 pastaba. Matėme, kad ne kiekvienas skaičius gali būti lentelės ,,krašte“ (11 ir 13 negali ir 3 
pastabos komentaruose buvo paaiškinta, kodėl). Todėl natūralu klausti ir apie tai, ar kiekvienas skaičius gali atsidurti lentelės viduje. Peržiūrėję tinkamas lenteles, matome, kad absoliuti dauguma skaičių tikrai gali pakliūti į tinkamos lentelės vidų ir ,,kraštus“ – išskyrus minėtus 11 ir 13, visada esančius viduje.

UŽDAVINIAI

1. Ar galima baigti pildyti lenteles?

	(A)

2

B

C

7

M

E

L

F

4

J

I

14


	(B)

3

B

C

6

M

E

L

F

7

J

I

14


	(C)

5

B

C

7

M

E

L

F

10

J

I

14



	(D)

1

B

C

2

M

E

L

F

8

J

I

16


	(E)

3

B

C

5

M

E

L

F

9

J

I

15


	(F)

8

B

C

16

M

E

L

F

7

J

I

14



	(G)

1

B

C

2

M

E

L

F

4

J

I

8


	(H)

10

B

C

8

M

E

L

F

15

J

I

12


	(I)

6

B

C

9

M

E

L

F

10

J

I

15




Atsakymai: (A), (B), (C) ir (F) negalima jau vėl ir vien dėl to, kad kampuose vėl panaudoti abu iš 7 dalūs skaičiai 7 ir 14 ir daugiau toje virtinėje iš 7 dalių skaičių nebėra (dar kartą perskaitykite 3 pastabą su paaiškinimais).

	(D): galima, pvz.:

1

14

12

2

4

9

10

5

15

11

13

6

8

3

7

16


	(E): galima, pvz.:

3

6

14

5

2

8

11

1

10

13

16

12

9

4

7

15


	(G): galima, pvz.:

3

6

14

5

2

8

11

1

10

13

16

12

9

4

7

15



	(H): galima, pvz.:

10

6

7

8

16

3

9

4

1

11

13

5

15

2

14

12


	(I): galima, pvz.:

6

5

8

9

3

4

11

1

7

13

16

14

10

2

12

15


	


Turnyrų lentelės
Du iš pažiūros labai panašūs, bet pastebimai skirtingi lentelių pildymo pavyzdžiai

Yra labai gerai žinoma, kad du, net ir gana nesunkūs dalykai, nors ir atrodo labai panašūs, bet gali pastebimai skirtis. Pačiu kraštutiniu atveju neretai nutinka, kad vienas dalykas yra įgyvendinamas, o kitas, rodytųsi, toks panašus yra visiškai neįmanomas. Ne visada tie dalykai taip kategoriškai skiriasi. Kartais tie abu panašūs dalykai yra abu įmanomi, tik vienas iš jų būna kiek sunkiau realizuojamas negu atrodo, žiūrint į panašaus dalyko realizavimą.
Pateiksime vieną tokios rūšies lentelių pildymo atvejį. Vieną iš jų (1 uždavinį) mes atliksime smulkiai.

O panašų atvejį (2 uždavinį) atliksime jau daug greičiau iki pat tos vietos, kurioje tas visiškas panašumas kuriam laikui „nutrūksta“. Tada tokiai situacijai „galutinai išspręsti“prireikia dar vieno „papildomo žvilgsnio“.
1 uždavinys
Futbolo turnyre dalyvavo 6 komandos. Kiekviena komanda su kiekviena kita komanda sužaidė po vienerias rungtynes. Už laimėtas rungtynes komandai įskaitomi 3 taškai, už rungtynes, sužaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taškas, o už pralaimėtas rungtynes komanda gauna 0 taškų. „Ateities žvaigždžių“ komanda užėmė šiame turnyre paskutinę vietą, surinkusi jame mažiau taškų negu bet kuri kita iš 5 likusių komandų.
Sporto ekspertai dar nustatė, kad „Ateities žvaigždžių“ komanda surinko tame 6 komandų turnyre daugiausiai taškų, kiek jų begalima būtų surinkti surenkant jų mažiau už bet kurią kitą tame turnyre dalyvaujančią komandą. Kiek taškų tame įsimintiname turnyre surinko „Ateities žvaigždžių“ komanda?

Sprendimas. Skaitytojo patogumui ir didesniam aiškumui pirmiau išsprendę šį uždavinį su 6 komandomis, vėliau pasižiūrėsime, kur galėtų atsirasti sunkumų sprendžiant, rodos, kiek paprastesnį uždavinį su 5 komandomis (juk atrodytų, kuo mažiau komandų, tuo lengviau pildoma lentelė).

Vėliau tas, kas turėjo laiko bent kiek įdėmiau perskaityti sprendimą, be vargo išspręs šį uždavinį ir su kitokiu komandų skaičiumi – tada pirmiausiai siūlytume pamėginti su 8 (o vėliau ir su 7 komandomis).

Tačiau uždavinį jau įdomu pasižiūrėti ir su 4 ar net tik su 3 komandomis.

Taigi iš pradžių sprendžiame uždavinį su 6 dalyvaujančiomis komandomis, kurios sužaidžia po vienerias rungtynes su kiekviena kita komanda.

Esame klausiami, kiek daugiausiai taškų tokiame turnyre gali surinkti tokia komanda, kuri surinko mažiau taškų negu bet kuri kita tame turnyre žaidusioji komanda, jeigu už pergalę skiriami 3, už lygiąsias – 1, o už pralaimėjimą – 0 taškų. 

Uždavinio sprendimo planas.

1. Pirmiausiai stengiamės išsiaiškinti, kiek daugiausiai taškų gali surinkti visos dalyvaujančios komandos, jeigu jos visos surinktų po tiek pat taškų.

2. Išsiaiškinę, kiek daugiausiai taškų galėtų surinkti visos komandos, jeigu jos visos “pačiu geriausiu būdu“ surinktų po tiek pat taškų, mums yra aišku, kad jeigu pakeistume vieną vienos kurios nors komandos rungtynių rezultatą blogesniu, tai tuo pačiu tą komandą padarytume paskutiniąja komanda, kuri, atkreipkite į tai dėmesį, tikrai būtų paskutinioji, nes pakeitus jos vienų rungtynių rezultatą į blogesnį, ji tikrai turėtų mažiau taškų už bet kurią kitą komandą – nes, primename, kad jos ką tik visos turėjo po tiek taškų.

3. Po viso šito mes dar, suprantama, turėsime pasamprotauti apie tai, kad toji komanda surinkti dar daugiau taškų ir likti paskutinėje vietoje ir dar būti surinkusi griežtai mažiau taškų už bet kurią kitą komandą, jau nebegalėtų. 

Pradedame realizuoti pirmąją uždavinio sprendimo plano dalį – kaip padaryti, kad komandos „pačiu geriausiu būdu“ visos surinktų po tiek pat taškų. Pirmoji pasitaikiusioji mintis galėtų būti tokia, kad lai visos komandos sužaidžia lygiomis, tai tada jos bent jau tikrai turės po tiek pat taškų. O jau toliau, jeigu kas, mes imsime „gerinti“ padėtį.

Jeigu mes tas 6 komandas pažymėtume raidėmis A, B, C, D, E ir F tai tada tokio turnyro lentelė, kur visos komandos viena su kita žaidžia tik lygiosiomis, būtų tokia:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	1
	1
	1
	1
	1
	5
	1 – 6

	B
	1
	x
	1
	1
	1
	1
	5
	1 – 6

	C
	1
	1
	x
	1
	1
	1
	5
	1 – 6

	D
	1
	1
	1
	x
	1
	1
	5
	1 – 6

	E
	1
	1
	1
	1
	x
	1
	5
	1 – 6

	F
	1
	1
	1
	1
	1
	x
	5
	1 – 6


Lentelės užpildymo principas yra visiškai aiškus ir be jokio vargo suvokiamas: kiekviena komanda turi savo eilutę ir tos eilutės langeliuose iš eilės yra surašoma, kiek taškų pelnė ta komanda rungtynėse paeiliui su visomis kitomis likusiomis komandomis.

Simbolis x, pasitaikantis po kartą kiekvienoje eilutėje, atspindi tą faktą, kad komanda „pati su savimi nežaidžia“.

Pastaba. Kai kurios lentelės yra pildomos dar šiek tiek išsamiau, arba taip, kad atitinkamuose lentelės langeliuose yra nurodoma ne tik tai, ar komanda laimėjo (tada atitinkamame langelyje atsiranda skaičius 3), ar sužaidė lygiosiomis (tada atitinkamame langelyje atsiranda 1), ar pralaimėjo (tada tam skirtame langelyje įrašome 0), bet kartais dar ir nurodant, kiek tose rungtynėse komanda įvarčių įmušė į priešininko ir praleido į savo vartus.

Tokia lentelė yra informatyvesnė, tačiau mūsų uždaviniuose mus paprastai domina tik surinktieji taškai. Tuomet lentelės langeliuose yra įrašoma ne daugiau kaip po vieną skaičių. 

Todėl absoliučios daugumos mūsų turnyro lentelių langeliuose bus tik skaičiai 0, 1 arba 3, nors yra galimas ir variantas 0, 1 ir 2, nes yra sporto šakų, kur už pergalę visada duodami 2 taškai (sakysime, tinklinyje). 

Jeigu už pergalę duodami 3 taškai, o už lygiąsias – tik 1 taškas (taip daroma tikintis, kad tada komandos „labiau stengsis“ (ir tada pergalė ir pralaimėjimas per dvejas rungtynes yra daug geriau arba „pusantro karto taškingiau“ negu dvejos lygiosiomis sužaistos rungtynės). Tokiu atveju, kai skatinamos pergalės, tai tada uždavinių sprendimo 1 etapas aukščiau pateiktos lentelės užpildymu, matyt, dar nėra visai užbaigtas. 

Tikrai, nors dabar visos komandos turi po vienodai taškų, bet negi jų, tų taškų, joms visoms, kad ir visoms po lygiai, negalima būtų turėti dar daugiau?

Mes ką tik buvome užsiminę, kad pagal mūsų turnyro tvarką pergalė plius pralaimėjimas yra geriau negu dvejos lygiosios, nes pergalė plius pralaimėjimas – tai net 3 taškai, o dvejos lygiosios – tai tik 2 taškai.

Taigi kiekvienai komandai pamėginsime dvi jos turimų lygiųjų poras, arba iš viso 4 lygiąsias „pakeisti“ į 2 pergales ir 2 pralaimėjimus.
Todėl mėginsime „simetriškai“ arba tvarkingai užpildyti lentelę, kurioje kiekviena komanda turėtų po 2 laimėjimus, ir 2 pralaimėjimus, o taip pat, suprantama, neišvengiamai ir 1 lygiąsias.

„Tvarkingai“ arba simetriškai pildant tokią lentelę tą tikrai gana nesunkiai pavyksta įgyvendinti:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	1
	0
	0
	7
	1 – 6

	B
	0
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	1 – 6

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	1
	7
	1 – 6

	D
	1
	0
	0
	x
	3
	3
	7
	1 – 6

	E
	3
	1
	0
	0
	x
	3
	7
	1 – 6

	F
	3
	3
	1
	0
	0
	x
	7
	1 – 6


Ar dabar jau tikrai nebegalima padaryti taip, kad visos komandos surinktų po vienodai taškų ir tų taškų būtų daugiau negu 7, kaip kad yra dabar?

Atsakymas yra ne, negalima. Pamėginsime tai pagrįsti. Tikrai, jeigu visos komandos galėtų surinkti daugiau kaip 7 taškus, visos surinkdamos jų, kaip sakyta, po lygiai, tada jos privalėtų surinkti bent jau po 8 taškus kiekviena atskirai, arba tada bent 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 48 taškus visos 6 kartu. Tačiau surinkti 48 (arba dar daugiau) taškų jokiame 6 komandų vieno rato turnyre neįmanoma, nes tokiame vieno rato 6 komandų turnyre įvyksta 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 rungtynių, vadinasi, per tas 15 rungtynių gali būti „išžaidžiama“ daugių daugiausiai 15 · 3 = 45 taškai, o čia jų reikėtų mažų mažiausiai 48, o tiek tų taškų nėra.
Taigi mes išsiaiškinome (su įrodymu), kad 6 komandų vieno rato futbolo turnyre, kuriame visos komandos surenka po vienodai taškų, daugiausiai po lygiai jų galima surinkti po 7.

2 etape mėginsime pasirinkti vieną kurią komandą ir pamėginsime „nežymiai pabloginti“ jos vienerių kurių nors rungtynių rezultatą.

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	1
	0
	0
	7
	1 – 6

	B
	0
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	1 – 6

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	1
	7
	1 – 6

	D
	1
	0
	0
	x
	3
	3
	7
	1 – 6

	E
	3
	1
	0
	0
	x
	3
	7
	1 – 6

	F
	3
	3
	1
	0
	0
	x
	7
	1 – 6


Taigi, kaip žadėjome pamėginkime pabloginti vieną vienos kurios nors komandos rezultatą. 

Sakysime, komanda D yra sužaidusi lygiomis su komanda A, nes ji pirmajame rezultatų stulpelyje turi 1, o tai ir reiškia lygiąsias prieš komandą A. (Lygiai taip pat ir komanda A savo rezultatų eilutės ketvirtoje vietoje „simetriškai“ x įstrižainės atžvilgiu turi 1, žymintį jos lygiąsias su komanda E).

Panašiai, jei komanda D 5-oje savo rezultatų eilutės vietoje turi 3, tai reiškia, kad jie laimėjo prieš penktąją komandą E, kuri, savo ruožtu, savo rezultatų eilutės 4-oje vietoje turi būti (ir yra) įsirašiusi 0 prieš tą minimą komandą D.

Visiškai taip pat, jei komanda D 2-oje savo rezultatų eilutės vietoje turi 0, tai tas reiškia, kad jie yra pralaimėję prieš antrąją komandą B, kuri, savo ruožtu, savo rezultatų eilutės 4-oje vietoje turi būti įsirašiusi 3 prieš komandą D.

Pats nežymiausias „padėties pabloginimas“ bet kuriai komandai neišvengiamai reiškia bent 1 taško praradimą ir tai pagal mūsų „optimalią“ lentelę yra įmanoma, nes mūsų „optimalioje“ lentelėje lygiųjų tikrai esama.

Maža to, kadangi visos komandos bent po kartą yra sužaidusios lygiąsias, tai „bloginti“ galima būtų bet kurios komandos rezultatą. 

Pamėginkime „bloginti“, kaip jau esame nusprendę, būtent vieną komandos D rezultatą.

Jau sakėme, kad „mažiausias“ padėties pabloginimas būtų lygiųjų pakeitimas pralaimėjimu (kuris mūsų atveju yra įmanomas pradedant nuo bet kurios komandos). Jeigu bloginame pačiu nepastebimiausiu būdu, arba taip, kad prarastume tik 1 tašką, tai tarsime, kad komanda D su A sužaidė ne lygiomis, o „šiek tiek“ blogiau, arba, kitaip tariant, pralaimėjo.

Tada turnyrinė lentelė pasikeičia ir, aišku, komanda D tikrai atsiduria paskutinėje vietoje, o pati turnyrinė lentelė dabar pasidaro tokia:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	3
	0
	0
	9
	1

	B
	0
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	2 – 5

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	1
	7
	2 – 5

	D
	0
	0
	0
	x
	3
	3
	6
	6

	E
	3
	1
	0
	0
	x
	3
	7
	2 – 5

	F
	3
	3
	1
	0
	0
	x
	7
	2 – 5


Visi, kam užteko laiko perskaityti mūsų aiškinimus, be jokios abejonės, jau yra tvirtai įsitikinę, kad surinkti dar daugiau taškų, negu kad jų dabar turi paskutinėje vietoje esanti ir mažiau taškų už visas kitas likusiais komandas turinti komanda D, yra neįmanoma.

Tačiau, nors tvirtas įsitikinimas yra nepaprastai pravartus dalykas, tačiau, padėtas ant logikos svarstyklių, jis kartais sveria labai nedaug arba ir visai nieko nesveria.
Todėl mums dabar (vėl) teks įrodinėti (nes jau truputį įrodinėjome pagrįsdami optimalų didžiausią vienodą visų komandų galutinį rezultatą).

3 etapas. Įrodysime, kad jokia komanda, surinkusi daugiau negu 6 taškus, negali būti jų surinkusi mažiau už visas likusias to turnyro komandas.

Įrodymas. Tarkime, kad komanda, surinkusi daugiau kaip 6 taškus, turi jų mažiau už bet kurią kitą komandą. Tada toji „mažiausioji“ komanda turi mažų mažiausiai 7 taškus, o tada visos likusios penkios komandos turi jų bent po 8. Tada visos tos šešios komandos kartu yra surinkusios mažų mažiausiai 7 + 8 · 5  = 47 taškus.
Tačiau tai yra absoliučiai neįmanoma, nes tokiame turnyre, kaip jau buvo sakyta, yra sužaidžiama 15 rungtynių, arba „išžaidžiama“ daugių daugiausiai 45 taškai, o čia jų reikėtų daugiau.

Atsakymas. Šešių komandų turnyre, kur kiekviena komanda po kartą sužaidžia su kiekviena kita komanda ir kuriame už pergalę duodami 3, už lygiąsias 1, o už pralaimėjimą 0 taškų, paskutinę vietą užėmusi ir mažiau už bet kurią kitą komandą taškų surinkusi komanda gali būti daugiausiai surinkusi 6 taškus.
2 uždavinys

O dabar pasekime, kas dėsis iš pažiūros niekuo nesiskiriančiu, tik, regis, dar paprastesniu atveju, kai turnyre dalyvauja jau net ne 6, o tik 5 komandos, o visos kitos sąlygos lieka tokios pačios. Futbolo turnyre dalyvavo 5 komandos. Kiekviena komanda su kiekviena kita komanda sužaidė po vienerias rungtynes. Už laimėtas rungtynes komandai įskaitomi 3 taškai, už rungtynes, sužaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taškas, o už pralaimėtas rungtynes komanda gauna 0 taškų.
„Ateities žvaigždžių“ komanda užėmė šiame turnyre paskutinę vietą, surinkusi jame mažiau taškų negu bet kuri kita iš 4 likusių komandų. Sporto ekspertai dar nustatė, kad „Ateities žvaigždžių“ komanda surinko tame 5 komandų turnyre tiek taškų, kad sukaupti daugiau taškų surenkant jų mažiau už bet kurią kitą tokiame turnyre dalyvaujančią komandą apskritai jau būtų nebeįmanoma.

Primename, kad praeitame uždavinyje buvo trys etapai arba žingsniai.

1. Suradimas vienos kurios nors tokios lentelės, kai visos komandos surenka po lygiai taškų ir daugiau tų taškų, surinkdamos jų visos po lygiai, jos surinkti jau nebegalėtų.

2. Pačiu nepastebimiausiu būdu, t. y. prarasdami kuo mažiau taškų pabloginame vienos kurios nors komandos rezultatą. Kurios komandos rezultatą mes bloginsime, nėra taip svarbu, nes jos visos juk turi vienodai taškų. Svarbu tik tai, kad pablogintume jį kuo mažiau. Mes jau žinome, kad mažiausiai taškų komanda praranda, kai vienerios lygiosiomis sužaistos rungtynės yra „keičiamos“ pralaimėtomis.
3. Lieka tik įrodyti, kad toji „į paskutinę vietą nustumtoji“ komanda turėti daugiau taškų, turėdama jų mažiau už visas kitas komandas, jau nebegalėtų (lentelė „neužsipildo”).

Jeigu 1 ir 2 etapai (arba žingsniai) yra labiau konstruktyvūs, sakytume, eksperimentiniai, tai trečiasis etapas yra labiau teorinis, sakytume, filosofinis.

Todėl tokio paprasto uždavinio kaip šis sprendimas, turi visus svarbiausius bet kurios mokslinės teorijos bruožus, nes jis turi eksperimentinę pusę, kurią pas mus, kaip jau sakėme, sudaro 1 ir 2 etapai (žingsniai) ir dar teorinę dalį (kai mes įrodome, kad mes padarėme tai, ką mes ir turėjome padaryti, arba kad labiau tinkamos lentelės sudaryti neįmanoma).

Pasižiūrėkite, kaip vyksta mūsų uždavinio sprendimas turint viena komanda mažiau.

Kaip ir ankstesniu atveju, pradedame nuo labiausiai standartinės padėties, kai visos komandos surenka po vienodai taškų – tiesiog sužaisdamos absoliučiai visas rungtynes lygiosiomis. 

Sakykime, kad ir komandos dabar yra visos tos pačios (tik nebėra šeštosios komandos F). Tada pradinė standartinių visų lygiosiomis sužaistų rungtynių turnyro lentelė, suprantama, yra tokia:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	1
	1
	1
	1
	4
	1 – 5

	B
	1
	x
	1
	1
	1
	4
	1 – 5

	C
	1
	1
	x
	1
	1
	4
	1 – 5

	D
	1
	1
	1
	x
	1
	4
	1 – 5

	E
	1
	1
	1
	1
	x
	4
	1 – 5


Dabar vėl, kaip ir ankstesniu atveju, kiekvienas dvejas kiekvienos komandos lygiosiomis sužaistas rungtynes mėginame „iškeisti“ į pergalę su pralaimėjimu rūpindamiesi tik tuo, kad „užsipildytų“ lentelė. Simetriškai pildant, tai ir dabar pavyksta padaryti, ir mūsų lentelė galėtų atrodyti kad ir taip:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	0
	0
	6
	1 – 5

	B
	0
	x
	3
	3
	0
	6
	1 – 5

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	6
	1 – 5

	D
	3
	0
	0
	x
	3
	6
	1 – 5

	E
	3
	3
	0
	0
	x
	6
	1 – 5


Vėl nesunkiai pagrindžiame, kad mūsų komandos turėti daugiau taškų negu kad jų turi dabar, arba po 6, turėdamos jų visos po lygiai, jau nebegali.

Pagrindimas: jeigu jos visos jų galėtų turėti daugiau ir po lygiai, tai tų taškų pas kiekvieną iš jų būtų jau bent po 7, o tada jau tų taškų per visas 5 komandas prisirinktų bent jau 7 + 7 + 7 + 7 + 7,
o tai jau 35 taškai, kai tuo tarpu rungtynių iš viso per visą turnyrą tesužaista iš viso 4 + 3 + 2 + 1,

arba 10, vadinasi, daugių daugiausiai gali būti „išžaista“ 30 taškų, o tiek taškų yra per mažai, kad visos komandos galėtų surinkti jų po 7. Baigėme 1 etapą (žingsnį).

Liko 2 žingsniu kuo nepastebimiau „pabloginti“ vienos kurios nors, geriausiai būtų, kad tos lygiosiomis, kaip aname uždavinyje kad buvo, sužaidusios komandos padėtį ir tada, 3 žingsniu įrodyti, kad tai ir yra daugiausiai taškų paskutinei komandai duodanti padėtis.

Tačiau dabar visi, kas perskaitė atvejo su 6 komandomis aiškinimus, atsimena, kad tada būtent lygiąsias keitėme pralaimėjimu, o dabartinėje lentelėje lygiųjų nebeliko (6 komandų turnyro atveju lygiųjų buvo likę pas visas komandas).

Todėl dabar pamatome vieną skirtumą, kuris, turėkime vilties, nebus esminis, bet kuriuo dabartinė padėtis jau skiriasi nuo anos, ką tik išnagrinėtosios.

Tas faktas yra, kaip sakėme ir dar pakartojome, toksai: nebeįmanoma „pabloginti“ komandos padėties tik 1 tašku, nes turimoje lentelėje nebeliko lygiųjų. Todėl bet koks padėties bloginimas iš bet kurios komandos turės paimti jau nebe 1 tašką, o jau visus 2 taškus.

Matome, jog kai nebeturime lygiųjų, tai bet kuris mažiausias padėties bloginimas pakeičiant vienerių rungtynių rezultatą yra laimėtų rungtynių keitimas lygiosiomis sužaistomis rungtynėmis (nes laimėtų rungtynių keitimas pralaimėjimu atimtų iš komandos jau net nebe 2, o visus 3 taškus.

Pažiūrėję į paskutiniąją lentelę galime pamėginti pakeisti, sakysime, D ir A sužaistų rungtynių rezultatą. Tas rungtynes buvo laimėjusi komanda D. Pakeiskime tą rezultatą į lygiąsias. Tuomet lentelė virsta tokia:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	Taškai 
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	1

	B
	0
	x
	3
	3
	0
	6
	2 – 4

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	6
	2 – 4

	D
	1
	0
	0
	x
	3
	4
	5

	E
	3
	3
	0
	0
	x
	6
	2 – 4


Baigtas 2 etapas (žingsnis), liko padaryti paskutinį, trečiąjį teorinį žingsnį. Mes dar tikimės, kad tas žingsnis mums pavyks nepaisant to, kad dabar antruoju žingsniu paskutinės komandos padėtį, kaip sakyta, „pabloginome“ 2 taškais, arba stipriau negu anksčiau, nes „mažiau pabloginti vienos kurios nors pasirinktosios komandos padėtį“ nebegalima.

Taigi pradedame trečiąjį baigiamąjį etapą, vildamiesi, kad prieštaravimas pasirodys esąs toks pats, kaip smulkiai išnagrinėto uždavinio su 6 komandomis atveju.

Todėl ir dabar mėginame įrodyti panašų teiginį, kurį mes ir tada įrodinėjome (ir mums pasisekė jį teisingai įrodyti): 5 komandų turnyre paskutinė komanda negali surinkti daugiau negu 4 taškus ir likti paskutinėje vietoje, turėdama mažiau taškų negu bet kuri kita komanda.

Tarkime, kad griežtai paskutinė komanda gali surinkti bent 5 taškus. Tada visos kitos likusios keturios komandos surenka bent po 6 taškus, arba per visas penkias komandas tų taškų turi prisirinkti bent 5 + 6 + 6 + 6 + 6 arba 29 taškai.

Ankstesniu atveju 6 komandų turnyre toje vietoje jau turėjome aiškią prieštarą, o dabar jos kaip ir nėra, nes dabartiniame turnyre iš viso įvyksta 4 + 3 + 2 + 1 arba, kaip sakyta, 10 rungtynių ir 29 taškai per 10 rungtynių tikrai galėtų būti ,,išžaisti“. Iš tikrųjų, juk jų galėtų būti „išžaista“ net visi 30.

Ką daryti? Negi „pabloginimas“ 2 taškais yra neįveikiamas? Ir štai dabar mums yra reikalingas tas, prieš pradedant nagrinėti atvejį su 5 komandomis nurodytas dar vienas atidesnis papildomas pasižiūrėjimas. Ką dar „truputį atidžiau žiūrint“, mums galėtų pasakyti tas faktas, jog paskutinę vietą užėmusi komanda turi surinkusi būtent 5 taškus, o visos kitos komandos pagal sąlygą, turi jų bent 6?
Paklauskite, kokiu būdu galima surinkti lygiai 5 taškus?

Atsakymas: surinkti lygiai 5 taškus galima – 5 lygiosiomis (bet kai kiekviena komanda tesužaidžia po 4 rungtynes, tai tada juk toks atvejis negalimas), arba laimint 1 rungtynes ir 2 sužaidžiant lygiomis.
Vadinasi, jei surenkame tiksliai 5 taškus, tai sužaidžiame 2 rungtynes lygiosiomis. Tada per visas 10 turnyro rungtynių tebus „išžaista“ daugiausiai jau nebe 30, taškų, kaip jau ne kartą skaičiavome, o jau tik 28 taškai, o jų, tų taškų tada reikėtų, kaip jau tikėdamiesi prieštaros įrodinėjome, 29.

Taigi tas dabar „prapuolęs prieštaravimas“ grįžta su papildoma pastaba, kad lygiai 5 taškams surinkti būtinos 2 lygiosios tokiu pat taškų skaičiumi sumažina visų komandų per visą turnyrą „išžaistų“ taškų skaičių nuo 30 iki 28, o to yra per maža, nes tam, kad paskutinė komanda turėtų 5 taškus ir būtų „grynai“ paskutinė, tų taškų, kaip jau daugsyk sakyta ir kartota, reikėtų 29.

Na, o dar daugiau kaip 5 taškus paskutinė komanda surinkti juo labiau negali, dėl to, kad tada „išžaistų“ taškų skaičius tikrai viršytų 30 (iš tikrųjų jų tada būtų, kaip tai nesunku matyti, bent 35 taškai).

Atsakymas. Penkių komandų turnyre, kur kiekviena komanda po kartą sužaidžia su kiekviena kita komanda ir kuriame už pergalę duodami 3, už lygiąsias 1, o už pralaimėjimą 0 taškų, paskutinę vietą užėmusi ir mažiau už bet kurią kitą komandą taškų surinkusi komanda gali surinkti daugių daugiausiai 4 taškus.
1 pastaba. Čia pasireiškiantys skirtumai kiek primena atvejus, kai lyginis atvejis skiriasi nuo nelyginio. Juk ir mūsų atveju „šiek tiek“ nepatogumų kilo būtent dėl to, kad pataisytoje idealioje daugiausiai, bet po lygiai taškų turinčioje komandų lentelėje nebeliko lygiųjų, o tai jau, savo ruožtu, būtent ir priklausė nuo to, ar komanda turnyre sužaidžia lyginį ar nelyginį rungtynių skaičių.
2 pastaba. Išnagrinėjus šiuos atvejus siūlytume išnagrinėti ir kitus turnyrus su (gal ir gerokai ) didesniu komandų skaičiumi. Kaip jau sakyta, nagrinėtini ir atvejai su 3 ar 4 komandomis.
3 pastaba. Sprendžiant tokius lentelių pildymo uždavinius paranku būtų ir skirstytis grupelėmis po kelis mokinius, paskiriant į vieną grupelę mokinius, kurie turi vienodai raidžių:
(a) arba savo varduose;
(b) arba savo pavardėse;
(c) arba pagal savo baigtų klasių skaičių.
Pagal tą vienodą vardo ar pavardės raidžių skaičių susiskirstę mokiniai (skirstyti galima ir pagal mėnesio numerį ar mėnesio dieną) gali imti turnyrą su tiek komandų, koks tas jų vienodas bendras skaičius yra.

Atidesniam mokiniui galima siūlyti išnagrinėti turnyrus su keliasdešimt komandų. Tokiu atveju užpildomai lentelei pavaizduoti prasminga būtų panaudoti ir šiuolaikines skaičiavimo priemones. 

4 pastaba.Visi analogiški uždaviniai gali būti formuluojami ir sprendžiami ir tuo atveju, kai už pergalę yra duodami nebe 3, o jau tik 2 taškai.
Mokinys, atidžiai perskaitęs tuos abu aukščiau išnagrinėtus uždavinius, tuos panašius uždavinius atveju, kai už pergalę skiriami 2 taškai, turėtų išspręsti (ir išspręs) be jokio vargo ir labai greitai. Tų uždavinių sąlygos dabar būtų tokios – viskas tas pats, tik dabar pergalės svoris yra 2 taškai.

Galima imti ir dar kitokius turnyrus, pavyzdžiui, kad ir šachmatų turnyrus, kur už pergalę skiriamas taškas, lygiosios „kainuoja“, arba atneša ½ taško, o už pralaimėjimą skiriama 0 taškų. 

Būna ir dar kitokių turnyrų – mokiniai galėtų pasiūlyti savo variantus.

Futbolo turnyre dalyvavo 6 komandos. Kiekviena komanda su kiekviena kita komanda sužaidė po vienerias rungtynes. Už laimėtas rungtynes komandai įskaitomi 2 taškai, už rungtynes, sužaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taškas, o už pralaimėtas rungtynes komanda gauna 0 taškų.

„Ateities žvaigždžių“ komanda užėmė šiame turnyre paskutinę vietą, surinkusi jame mažiau taškų negu bet kuri kita iš 5 likusių komandų. Sporto ekspertai dar nustatė, kad „Ateities žvaigdžių“ komanda surinko tame 6 komandų turnyre tiek taškų, kad sukaupti daugiau taškų užimant turnyre paskutinę vietą ir surinkus mažiau taškų už bet kurią kitą tame turnyre dalyvaujančią komandą jau nebeįmanoma.

Panašiai atrodytų uždavinys su 5 komandomis ir vėl su dviem taškais už kiekvieną iškovotą pergalę. Siūlytume mokiniams parekomenduoti išnagrinėti visus atvejus, kai turnyre žaidžia mažiau negu 10 komandų. 

Turnyrai su papildoma sąlyga, kad visi dalyvavusieji baigia varžybas su skirtingais rezultatais
Įvairiausių lentelių galimumas ar negalimumas labai priklauso nuo to, kaip atidžiai mes perskaitome sąlygą. Visi mes labai gerai žinome teorinį teiginį, kad nežymiai pakeitus sąlygą uždavinio sprendimo būdas gali labai stipriai pasikeisti. Tačiau žinoti ką nors teoriškai yra labai gerai, o sėkmingai praktiškai tą teorinį žinojimą pritaikyti yra daug geriau.

Kita vertus, ne be reikalo yra sakoma, kad nėra nieko praktiškesnio už gerą teoriją. Taip pat visiškai suprantama, kad teoriniai pastebėjimai ir praktiniai veiksmai yra visada susiję-susiviję. Mes tai dažnai matėme lentelių pildymo uždaviniuose, kuriuose ir daroma, ir samprotaujama.

O dabar mes futbolą, kaip jau ir buvome užsiminę, „pakeisime“ šachmatais, o mūsų pildomos lentelės pasikeis tik tuo, kad juose vietoje skaičių 0, 1, 3 (arba kartais 0, 1 ir 2) įrašinėsime skaičius 0, ½ ir 1 (nes šachmatuose už lygiąsias skiriama jau nebe 1, o ½ taško, o už pergalę – tik 1, o ne 3 (ar 2)). Ir dar pridėsime kitą įdomią sąlygą, kad visi turnyro dalyviai turnyrui pasibaigus yra surinkę po skirtingą taškų skaičių (nėra dalyvių, kurie po turnyro turėtų po tiek pat taškų).
1 uždavinys

Šachmatų turnyre dalyvauja 6 šachmatininkai, kurie pasibaigus turnyrui visi yra surinkę po skirtingą taškų skaičių. Kiek daugiausiai taškų gali būti surinkęs mažiausiai taškų surinkęs (ir paskutinėje vietoje likęs) šachmatininkas?

Sprendimas. Matome, kad šis uždavinys yra labai panašus į futbolo turnyro, kur už pergalę skiriami 2 taškai, uždavinius (tik dabar „pelnomas taškų uždarbis“ yra dvigubai mažesnis). Pirmiausiai gal reikėtų įsitikinti, kad ir tokiame turnyre visiems surinkti po skirtingai taškų yra tikrai įmanoma.
Aprašyti vieno tokio turnyro algoritmą irgi labai paprasta. Tam pakanka sunumeruoti visus šachmatininkus numeriais nuo 1 iki 8 ir įsivaizduoti, kad nutinka taip, jog šachmatininkas su mažesniu numeriu visada laimi prieš šachmatininką su didesniu numeriu. Visiškai aišku, kad tokiame turnyre šachmatininkas su numeriu 1 bus pirmas, su numeriu 2 – antras ir t. t., o užpildyta lentelė atrodys taip (mes vėl pirmąjį šachmatininką žymėsime A, antrąjį – B ir t. t.): 

	Šachm.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	Taškai
	Vieta

	A
	X
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	7
	1

	B
	0
	X
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	6
	2

	C
	0
	0
	X
	1
	1
	1
	1
	1
	5
	3

	D
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	1
	1
	4
	4

	E
	0
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	1
	3
	5

	F
	0
	0
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	2
	6

	G
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	7

	H
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	X
	0
	8


Ką gi dabar mes darysime toliau?

Pirmiausiai yra visiškai aišku, jog jeigu jau egzistuoja bent viena tokia lentelė, kurioje visi šachmatininkai surenka po skirtingą taškų skaičių, tai egzistuoja ir:

(a) tokia lentelė, kurioje pirmąją vietą užėmęs šachmatininkas yra surinkęs mažiausią įmanomą taškų skaičių. (Kitaip sakant, atsiras toks mažiausias surinktų taškų skaičius N, kad surinkus mažiau taškų ir užėmus pirmąją vietą, jau nebebūtų taip, kad visi šachmatininkai yra surinkę po skirtingą taškų skaičių).
(b) tokia lentelė, kurioje paskutiniąją vietą užėmęs šachmatininkas yra surinkęs didžiausią įmanomą taškų skaičių. (Kitaip sakant, atsiras toks didžiausias surinktų taškų skaičius M, kad surinkus daugiau taškų ir užėmus paskutinę vietą, jau nebebūtų taip, kad visi šachmatininkai yra surinkę po skirtingą taškų skaičių).

Ankstesnėje parodytoje lentelėje skirtumas tarp pirmųjų ir paskutiniųjų šachmatininkų yra tikrai didelis. Iš tikrųjų, jis yra pats didžiausias iš visų tokių galimų skirtumų. Tame nėra nieko stebėtino, jeigu pagalvotume, kad pagal tokią lentelę pirmasis šachmatininkas viską tik laimi, o paskutinysis, atvirkščiai, viską tik pralaimi.
Kadangi šachmatuose būna daug lygiųjų, tai tą skirtumą galima pamėginti gerokai sumažinti, duodant taškų ir paskutiniajam šachmatininkui, ir „ne viską surenkant“ pačiam pirmajam.

Truputį pasistengę ir skaitiškai „simetriškai“ paeksperimentavę randame, kaip tai būtų galima nors bent kiek efektyviau įgyvendinti – visada (pa)mėginkite tokiose situacijose įdarbinti ir „savo draugą kompiuterį“. Taip pavyksta gana greitai užpildyti, pavyzdžiui, kad ir tokią lentelę, kur ir paskutinysis šachmatininkas jau turi gerokai daugiau taškų, negu pirmojoje lentelėje, ir pats pirmasis jau toli gražu nebe visus taškus.

	Šachm.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	Taškai
	Vieta

	A
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	1
	1
	1
	5,5
	1

	B
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	1
	1
	5
	2

	C
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	1
	4,5
	3

	D
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	4
	4

	E
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	3
	5

	F
	0
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	2,5
	6

	G
	0
	0
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	2
	7

	H
	0
	0
	0
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1,5
	8


Pastebėkime, kad mes gerokai „sulyginome“ šachmatininkus, išlaikydami sąlygą, kad visų jų rezultatai liktų skirtingi, atstumas tarp pirmojo ir paskutiniojo sumažėtų nuo paties didžiausio įmanomo, kaip kad buvo pirmojoje lentelėje, kur tas skirtumas buvo net 7 taškai iki 5,5 – 1,5 = 4 taškų, kaip kad yra dabar.

Kyla klausimas, ar dabar paskutinę vietą užėmęs šachmatininkas galėtų būti paskutinis ir surinkti dar daugiau taškų, na, pavyzdžiui, kad ir 2 taškus?

Įrodysime, kad 8 šachmatininkų turnyre visiems surenkant skirtingą skaičių taškų

paskutinysis šachmatininkas negali būti surinkęs 2 taškų. Jeigu jis galėtų surinkti bent 2 taškus, tada priešpaskutinis, septintasis šachmatininkas turėtų būti surinkęs bent 2,5 taško, šeštasis – bent 3, penktasis – bent 3,5, ketvirtasis – bent 4, trečiasis – bent 4,5, antrasis – bent 5, o pirmasis – bent jau 5,5 taško. Tada jie 8 kartu būtų surinkę bent 2 + 2,5 + 3 +3,5 + 4 + 4,5 + 5 + 5,5 taškų.

Toji suma, sumuojant skaičius poromis, po vieną skaičių iš kairės ir dešinės, yra keturiskart po septynis su puse, arba yra lygi 30. Tačiau tiek taškų 8 šachmatininkų turnyre, kur kiekvienas su kiekvienu sužaidžia po vieną partiją, nėra „išžaidžiama“, nes ten yra „išžaidžiami“ 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 arba iš viso „tik“28 taškai. 

Uždavinį, kiek mažiausiai taškų gali būti surinkęs pirmąją vietą užėmęs šachmatininkas, jeigu visi dalyviai vėl yra surinkę skirtingai taškų, paliekame savarankiškam darbui.

Taip pat ir čia galima nagrinėti ir lentelių su didesniu, ir su mažesniu šachmatininkų skaičiumi (bent jau iki 10) užpildymą.
2 uždavinys
Šachmatų turnyre dalyvauja 6 šachmatininkai, kurie pasibaigus turnyrui visi yra surinkę po skirtingą taškų skaičių. Su kiek mažiausiai taškų galima „išeiti iš pogrupio“ ir su kiek daugiausiai taškų jau galima pasilikti antroje turnyro lentelės pusėje?

Sprendimas. Išnagrinėsime, kaip galima užpildyti lentelę 6 komandų futbolo turnyre, kur už pergalę skiriami 3 taškai, o visa kita vyksta „įprastiniu“ būdu ir atsakysime į klausimą, su kokiu pačiu mažiausiu taškų skaičiumi galima pakliūti į pirmąją turnyrinės lentelės pusę?
Galima vaizduotis, kad komanda, atsidūrusi pirmojoje turnyro lentelės pusėje, išeina į sekantį varžybų etapą. Taškų lygybės atveju laikysime, jog egzistuoja neklystantis ekspertas, kuris neklystamai ir surikiuoja vienodai taškų turinčias komandas.
Analogiškai išnagrinėsime ir tokį klausimą, kaip galima užpildyti lentelę 6 komandų futbolo turnyre, kur už pergalę skiriami 3 taškai, o visa kita vyksta „įprastiniu“ būdu ir atsakysime į klausimą, su kokiu pačiu didžiausiu taškų skaičiumi galima nepakliūti į pirmąją turnyrinės lentelės pusę? Tokiais atvejais dar yra sakoma, kad komanda baigė turnyrą pogrupio kovomis, arba net kad komanda „neišėjo“ iš pogrupio. 

Panašų klausimą galima nagrinėti ir su kitokiu (lyginiu) komandų skaičiumi, sakysime, kad ir su 4 ar su 8 ir daugiau komandų. Galima taip pat nagrinėti ir atvejį, kai už pergalę skiriami 2, o ne 3 taškai, kaip kad yra dabar nagrinėjamuoju atveju.

Pradėsime nuo paties nemaloniausio atvejo, kai komanda visas rungtynes pralaimi, arba, kitaip tariant, surenka 0 taškų. Tokia komanda niekaip negali pakliūti į pirmąją paskutinės lentelės pusę, nes, pralaimėdama visas rungtynes, ji už kiekvieną iš tų komandų turi bent 3 taškais mažiau (nes kiekvienai iš jų ji yra pralaimėjusi) ir todėl ji tikrai lieka pačioje paskutinėje turnyro lentelės vietoje.

Toliau, žiūrint iš eilės, komanda gali būti surinkusi 1 tašką. Jeigu komanda yra surinkusi 1 tašką, tai ji yra vienerias rungtynes sužaidusi lygiosiomis ir likusias ketverias rungtynes pralaimėjusi. 

Jeigu ji yra ketverias rungtynes pralaimėjusi, tai ji jau yra toms keturioms komandoms atidavusi po 3 taškus. Vadinasi, visos tos (mažiausiai 4 komandos) tikrai turi bent po 3 taškus ir turnyrinėje lentelėje bus surikiuotos aukščiau už tą komandą, turinčią, kaip atsimename, tik vieną tašką ir todėl ji į tą pirmąją pogrupio komandų rikiuotės pusę pakliūti vėl negali ir į tolimesnes varžybas nepatenka.
Tolesnis atvejis, žiūrint iš eilės, būtų atvejis, kai komanda surenka 2 taškus.

Šis atvejis yra visiškai panašus į atvejį su 1 tašku, nes ir dabar atsiras trys komandos (aname atvejyje tai buvo 4 komandos), kurioms toji 2 taškus surinkusioji komanda yra pralaimėjusi, vadinasi, ji jau toms trims komandoms tikrai yra „atidavusi“ ar „padovanojusi“, nelygu kaip išsireikšime, po 3 taškus, ir, vadinasi, tos trys komandos turnyrinėje lentelėje (jau vien dėl tų gautų 3 taškų) tikrai stovės aukščiau už ją, 2 taškus tesurinkusią.

Vadinasi, ir su 2 taškais tikėtis vietos pirmojoje turnyro komandų rikiuotės pusėje dar nėra jokio pagrindo.

Sekantis iš eilės einantis atvejis yra atvejis, kai komanda turi dar tik 3 taškus.

Nepaisant to kukloko taškų skaičiaus, jau gali nutikti toks turnyras, kai tik 3 taškus teturinti komanda gali neišvengiamai atsidurti pirmojoje turnyrų komandų pusėje.

Pasižiūrėkime į tokį pavyzdį:

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	3
	3
	3
	15
	1

	B
	0
	x
	3
	3
	3
	3
	12
	2

	C
	0
	0
	x
	1
	1
	1
	3
	3 – 6

	D
	0
	0
	1
	x
	1
	1
	3
	3 – 6

	E
	0
	0
	1
	1
	x
	1
	3
	3 – 6

	F
	0
	0
	1
	1
	1
	x
	3
	3 – 6


Net keturios komandos (o tai daugiau negu pusė, nes iš viso komandų yra 6) tokiame turnyre surenka po 3 taškus, todėl kaip jau ekspertas besurikiuotų komandas, viena kuri 3 taškus surinkusi komanda tikrai atsidurs trečioje vietoje. Vadinasi, tris taškus surinkusi komanda gali atsidurti trečioje vietoje, arba pakliūti į pirmąją komandų rikiuotės pusę. 
Atsakymas. Mažiausias taškų skaičius, kurį surinkus 6 komandų vieno rato turnyre (kuriame už kiekvieną pergalę duodama po 3 taškus) galima atsidurti pirmojoje komandų rikiuotės pusėje, yra 3 taškai. 
3 uždavinys
Su kiek daugiausiai taškų 6 komandų turnyre, kur už kiekvieną pergalę duodama po 3 taškus, galima „neišeiti“ iš pogrupio, arba baigti visą turnyrą kovomis pogrupyje, arba atsidurti antrojoje turnyro rikiuotės pusėje ?
Sprendimas. Vėl nuosekliai nagrinėsime viską iš eilės, pradėdami nuo paties didžiausio įmanomo taškų skaičiaus, ir žiūrėsime, su kiek daugiausiai taškų jau galima likti antrojoje turnyro lentelės pusėje? Pradėkime nuo paties didžiausio taškų skaičiaus, arba nuo15 taškų.
Yra visiškai aišku, kad komanda, kuri laimi visas rungtynes, iš visų likusių komandų yra „paėmusi“ po 3 taškus, arba, kitaip sakant, tos visos komandos yra praradusios po 3 taškus jau vien žaisdamos su ta 15 taškų turinčia komanda ir todėl jos tegali surinkti daugių daugiausia 12 taškų.

Taip mes paaiškinome, kad visas rungtynes laimėjusi komanda neišvengiamai atsiduria pirmoje vietoje (turėdama mažiausiai po 3 taškus daugiau už bet kurią kitą komandą).

Sekantis atvejis būtų surinkti 14 taškų. Tačiau surinkti 14 taškų per 5 rungtynes neįmanoma (paaiškinkite, kodėl).

Toliau eitų atvejis su 13 taškų, kuris būtų nagrinėjamas visiškai paprastai. Surinkti 13 taškų sužaidžiant 5 rungtynes galima tik laimint ketverias rungtynes ir vienerias rungtynes sužaidžiant lygiosiomis.
Bet laimėdami ketverias rungtynes mes iš tų keturių komandų paimame po 3 taškus (vadinasi, tos 4 komandos jau tegalės surinkti daugių daugiausiai po 12), o mes jų pagal sąlygą turime 13.

Todėl su 13 taškų mes garantuotai būsime aukščiau tų keturių komandų ir neišvengiamai pakliūsime į pirmąją komandų rikiuotės pusę. 

Toliau iš eilės eitų atvejis su 12 taškų. Nesunku matyti, kad jis vėl įmanomas tik laimint    

ketverias rungtynes (ir tada neišvengiamai vienerias pralaimint).
Dabar, jeigu būtų galima su 12 taškų likti ketvirtoje vietoje, tai aukštesnės trys komandos irgi privalėtų turėti bent 12 taškų, o tai reikštų, kad pirmos keturios komandos jau yra surinkusios bent 12 + 12 + 12 + 12 = 48 taškus, o tai jau yra daugiau taškų negu jų galėjo būti „išžaista“ visame turnyre, kur per įvykusias 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 rungtynių  jų galėjo būti ,,išžaista“ daugių daugiausiai 15 · 3 = 45.

Dabar žiūrime 11 taškų atvejį. Surinkti 11 taškų per penkerias rungtynes įmanoma tik

laimint trejas rungtynes ir dar dvejas rungtynes baigiant lygiosiomis.

Bet ir dabar galima įrodyti, kad pažeidžiamas taškų balansas, tik šiuo atveju, samprotaujant taip, kaip mes tai darėme 12 taškų atveju, mums vėl bus reikalingas papildomas žvilgsnis.

Iš tikrųjų, kalbant taip, kaip mes ką tik kalbėjome anksčiau, mes turėtume sakyti, kad jeigu mes surenkame 11 taškų ir teužimame 4 vietą, tai tos pirmosios 4 komandos jau surenka bent 11 + 11 + 11 + 11 = 44 taškus ir prieštaravimo, kad jau viršyta turnyre „išžaidžiamų“ taškų skaičius, kuris yra 45, dar nėra.
Šiuo atveju reikiamas papildomas žvilgsnis galėtų būti paprastas (bet tai vis vien papildomas pastebėjimas), kad likusios 5-ta ir 6-ta komandos privalo sužaisti tarpusavio rungtynes ir tam jos dar išeikvos bent 2 dar „neužpajamuotus“ taškus, kuriuos ir turėtume pridėti prieš tų jau priskaičiuotų bent 44 taškų.

Tai jau duotų tokiame turnyre privalomai „išžaistus“ bent 11 + 11 + 11 + 11 + 2 = 46 taškus, o tai jau pagaliau viršija visų „išžaistų“ taškų skaičių, kuris yra 45.

Toliau eitų atvejis su 10 taškų. Paeksperimentavus paaiškėtų, kad pasidaro įmanoma rasti tokią turnyrinę lentelę, kurioje su 10 taškų galima likti jau antrojoje turnyro lentelės pusėje.

Pateikiame tokios lentelės pavyzdį.

	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	1
	0
	3
	3
	10
	1 – 4

	B
	0
	x
	3
	1
	3
	3
	10
	1 – 4

	C
	1
	0
	x
	3
	3
	3
	10
	1 – 4

	D
	3
	1
	0
	X
	3
	3
	10
	1 – 4

	E
	0
	0
	0
	0
	x
	3
	3
	5

	F
	0
	0
	0
	0
	0
	x
	0
	6


Čia pirmosios keturios komandos, kaip matote, turi visos po 10 taškų ir, kad ir kaip ekspertas berikiuotų komandas, jis vis tiek kuriai nors komandai, surinkusiai 10 taškų, neišvengiamai skirs ketvirtą vietą ir tai rodo, kad gali nutikti taip, kad komanda surenka 10 taškų ir vis tiek telieka ketvirtoje vietoje. 
Atsakymas. Didžiausias taškų skaičius, kurį surinkus 6 komandų vieno rato turnyre (kuriame už kiekvieną pergalę duodama po 3 taškus) vis tiek galima atsidurti antrojoje komandų rikiuotės pusėje, yra 10. 
Pastaba. Sugretinę tuos du skaičius, kai su 3 taškais galima atsidurti pirmojoje turnyro lentelės pusėje (ir tęsti kovas toliau) ir kai su 10 taškų galima atsidurti antrojoje turnyro lentelės pusėje (ir žaidimai jau „užsibaigia“), gauname gana paradoksalią situaciją, kai, viena vertus, „tiek daug surinkę iškrentame“, o, kita vertus, būna, kad „tiek mažai turėdami išeiname į sekantį etapą“. Skaitiškai žiūrint, vienur surinkome 3 taškus „ir išėjome“, o kitur surinkome daugiau kaip triskart daugiau, net 10 taškų, ir „iškritome“.
Sudoku
Vieni iš pačių populiariausių ir naudingiausių lentelių pildymų yra vadinamieji sudoku. Sudoku prasideda nuo to, kad duota „truputį“ užpildyta lentelė ir tą užpildymą reikia tęsti toliau. 

Lentelė yra sudaroma taip, kad toks lentelės užpildymas (jeigu jis teisingai atliekamas) yra galimas tik vieninteliu būdu. Tai vienas iš svarbiausių sudoku pildymo principų.

Labiau išplitusioji sudoku forma yra tokia, kada 9 x 9 kvadratas yra padalijamas į 9 kvadratus 3 x 3 ir įrašinėti reikia taip, kad jokioje eilutėje, jokiame stulpelyje ir jokiame iš tų 9 kvadratų (3 x 3) esantys skaičiai nesikartotų. Tada, suprantama, kad skaičiai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 kiekvienoje eilutėje, kiekviename stulpelyje ir kiekviename iš 9 kvadratų 3 x 3 pasitaikys po vieną kartą. 
Panagrinėkime lentelę 6 x 6.
	Kad būtų patogiau kalbėti, lentelės langelius sunumeruosime naudodami šachmatų numeraciją. Taip mūsų 6 x 6 matmenų lenta turi šešis horizontalius stulpelius iš kairės į dešinę sunumeruotus raidėmis a, b, c, d, e ir f ir šešias eilutes, numeruojamas iš apačios aukštyn.
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	Visus tuos „numerius“ patalpinę tuose langeliuose, kuriuos jie „numeruoja“, lentelė atrodytų taip:


	a6

b6
c6
d6
e6
f6
a5

b5
c5
d5
e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1
f1



Dabar, jau mokėdami visai kaip šachmatuose, pavadinti lentelės langelius, mes galėsime, kalbėdami apie lentelės pildymą, konkrečiai vardinti konkrečius lentelės langelius (būtent todėl mes ir suteikėme ,,vardus” absoliučiai visiems lentelės langeliams).

Tuo pačiu mums bus paprasta suformuluoti ir konkrečią konkrečios sudoku lentelės pildymo užduotį. Jos esmė yra tokia, kad lentelę vaizduojamės suskirstytą ne tik eilutėmis ir stulpeliais, bet dar ir kokiomis nors sritimis, paprastai turinčiomis tiek pat langelių, kiek yra pradinio kvadrato kraštinėje.

Mūsų 6 x 6 lentelės atveju tos sritys, kuriose skaičiai 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 negalės kartotis, bus 6 matmenų 2 x 3 stačiakampiai.

Pavyzdžiui, pačios pirmosios mūsų lentelės pildymo užduotis bus tokia: suskirstyti ją į šešis stačiakampius po 6 langelius kiekvienas. Tie konkretūs stačiakampiai (paryškinta juos sudarančių langelių numeriai) yra: 
	Kairysis apatinis stačiakampis
	Dešinysis apatinis stačiakampis
	Kairysis vidurinysis stačiakampis

	a6

b6
c6
d6
e6
f6 

a5 

b5
c5
d5 

e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1 

f1

	a6

b6
c6
d6
e6
f6 

a5 

b5
c5
d5 

e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1 

f1

	a6

b6
c6
d6
e6
f6 

a5 

b5
c5
d5 

e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1 

f1


	Dešinysis vidurinysis stačiakampis
	Kairysis viršutinis stačiakampis
	Dešinysis viršutinis stačiakampis

	a6

b6
c6
d6
e6
f6 

a5 

b5
c5
d5 

e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1 

f1

	a6

b6
c6
d6
e6
f6 

a5 

b5
c5
d5 

e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1 

f1

	a6

b6
c6
d6
e6
f6 

a5 

b5
c5
d5 

e5
f5
a4

b4
c4
d4
e4
f4
a3

b3
c3
d3
e3
f3
a2

b2
c2
d2
e2
f2
a1

b1
c1
d1
e1 

f1



Dabar užduotis formuluojama taip: užbaikite pildyti lentelę tokiu būdu, kad kiekvienoje eilutėje, kiekviename stulpelyje ir kiekviename iš tų šešių konkrečiai išvardintų šešis langelius turinčių (2 x 3 stačiakampių) būtų įrašyti visi skaičiai 1, 2, 3, 4, 5 ir 6.
Sprendimas. Paimame mūsų pradinį sudoku. Žiūrime, kokį skaičių būtų įmanoma įrašyti į kurį nors iš tų 6 stačiakampių taip, kad jokiame stulpelyje, eilutėje, stačiakampyje skaičiai nesikartotų.

Lentelėse paryškintas aprašomasis stačiakampis, stulpelis arba eilutė.

Pilkai nuspalvintas langelis, į kurį reikia atsižvelgti, ieškant trūkstamo skaičiaus.

Langelis, į kurį norime įrašyti skaičių, pažymėtas *.
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	Matome, kad stačiakampyje, sudarytame iš langelių d1, e1, f1, d2, e2, f2 jau yra įrašyti trys skaičiai 2, 3 ir 6. Tačiau antrojoje eilutėje skaičius 1 jau yra įrašytas kitame stačiakampyje, vadinasi, jo toje eilutėje mes jau nebeįrašysime. 1 turėsime įrašyti į apatinę eilutę, kurioje yra vienintelis stačiakampio dar neužimtas langelis.
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	Vadinasi, mes į langelį d1 įrašome skaičių 1.

Antrasis žingsnis būtų įrašyti skaičių į vienintelį tuščią langelį c1.

Pirmojoje eilutėje trūksta vienintelio skaičiaus 4.
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	Stačiakampyje d5, e5, f5, d6, e6, f6, esančiame lentelės viršuje dešinėje, trūksta tik dviejų skaičių 3 ir 5.

Tačiau skaičius 3 penktojoje eilutėje jau yra įrašytas kitame stačiakampyje, todėl 3, bus galima įrašyti tik šeštos eilutėje langelyje d6, o tada 5 eilutės langelyje e5 būtinai reikės įrašyti skaičių 5, nes tik jo nagrinėjamame stačiakampyje trūksta.
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	Beliko šeštos eilutės langelyje c6 įrašyti 6.

Toliau pildysime f stulpelį. Jame trūksta 3 ir 5. Langelyje f4 įrašyti 3 negalime, nes 4 eilutėje jis jau yra (b4). 3 įrašome į langelį f3. 

Į likusį laisvą šeštojo stulpelio langelį f4 mes turime įrašyti skaičių 5.
Sekančiu žingsniu mes galime įrašyti 4 į langelį b3, nes kairiajame viduriniame stačiakampyje tai vienintelis langelis, kuriame galima rašyti 4. Tikrai, į langelius a3 ir a4 mūsų 4 rašyti negalima, nes a stulpelyje 4 jau yra langelyje a6. O į laukelius c3 ir c4 skaičiau 4 rašyti negalima, nes c stulpelyje 4 jau įrašytas langelyje c1.

Galima aiškinti ir kitaip, ,,žiūrint b stulpelio pozicijų”. Į kitus du
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	laisvus stulpelio b langelius b2 ir b5 ketverto įrašyti negalime, nes langelis b2 priklauso kairiajam apatiniam stačiakampiui, o jame ketvertas jau yra įrašytas. Lygiai taip pat, kadangi ketvertas jau yra įrašytas ir viršutiniame kairiajame stačiakampyje, tai jo negalima rašyti ir langelyje b5.


Mažėjant tuščių langelių skaičiui lentelės pildymas paprastėja, todėl tolimesnė sprendimo eiga pateikta lentelėmis (pažymėjimai tie patys):
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Atsakymas: 

	6
	4
	5
	6
	3
	2
	1

	5
	3
	1
	2
	6
	5
	4
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	2
	3
	1
	4
	6
	5
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	6
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	5
	6
	1
	3
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	1
	2
	3
	5
	4
	6
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	5
	6
	4
	1
	3
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	b
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3.1.6. Rekomenduojamos literatūros sąrašas
Uždavinių, susijusių su modulio L1 turinio problematika, galima rasti pačiuose įvairiuose leidiniuose, keletas tokių galimybių nurodoma ir žemiau pateikiamoje lentelėje.
Paaiškinimai:

Vitkus V. Jaunajam matematikui. – Kaunas: Šviesa, 1981, 187 p. (nurodoma klasė ir uždavinio numeris).

Lietuvos Jaunųjų matematikų mokyklos 10 knygelių serija, Danieliaus leidyklos leidžiama kasmet, numeruojama iš eilės (nurodomas knygelės numeris, puslapis ir uždavinio numeris).

,,Kengūros“ konkurso knygelės, autorius ir sudarytojas dr. (HB) Juozas Juvencijus Mačys, numeruojama leidimo metais, leidžia TEV leidykla pradedant nuo 1999 m. (nurodoma uždavinių grupė: M – Mažylis, B – Bičiulis, K – Kadetas, J – Junioras, S – Senjoras ir uždavinio numeris). 

Kašuba R. Kaip spręsti, kai nežinai kaip. – Vilnius: TEV, 2006, ISBN 9955-680-23-7. (nurodomai puslapiai).

	
	Pagrindiniai turinio sąsajų elementai 

ir kiti svarbesni ypatumai
	V. Vitkus 

Jaunajam matematikui. 
	Lietuvos Jaunųjų matematikų mokyklos 10 knygelių serija 
	,,Kengūros“ konkurso knygelės
	R. Kašuba

Kaip spręsti, kai nežinai kaip.

	1.
	Skaičiai ir jų savybės. Skaičių dalumas.
	
	3 kn., p. 8–12, 14, užd. 1, 2


	
	p. 77–78.

	2.
	Sveikojo skaičiaus skaitmenų suma ir žinomiausieji natūralūs dalumo požymiai.
	
	3 kn., p. 13–14, užd. 3


	2000: J20.
	

	3.
	Sudėtingesnieji dalumo iš vienaženklių skaičių požymiai.
	
	3 kn., p. 13–14, užd. 6, 7, 8, 9, 10.
	
	

	4.
	Dalumas iš dviženklių ir keliaženklių skaičių.
	
	
	2000: S4.

2001: J20.
	p. 14.

	5.
	Skaičiai, veiksmai su skaičiais.
	
	
	1999: K28.

2001: B26, J19.

2002: J30, S3, S23.

2006: B25, K20.
	p. 25–28.

	6.
	Veiksmų su skaičiais kodavimas.
	IV–12.2, V–1.2,

V–2.2, VI–6.2,

VI–11.2, VIII–3.2,

VIII–1.2.
	
	2006: B16.
	

	7.
	Suma ir daugyba stulpeliu ir dalyba kampu.
	IV–3.2, V–3.2,

VII–19.2, VII–21.2, VII–22.2, VII–38.1. 
	
	
	p. 8–13.

	8.
	Reikšmingos skaičių savybės.
	
	
	2006: K20.
	p. 54–55, 70–72, 
79–81.

	9.
	Skaičių, tenkinančių sąlygą, ir skaičių, netenkinančių jos, radimas.
	VIII–8.2.
	
	2000: S9, S10, S22.
	

	10.
	Skaitinių aibių sudarymas ir jų elementų skaičius, kraštiniai elementai, jų paieška ir radimas. 
	VIII–12.1,

VIII–10.1.
	
	2000: J11, S4, S8, S14, S18, S24; S28, S29.

2001: M1, J9, J27;

2002: B10, B19,K21; K29, J5, J13, S12.

2006: B2, B24, B27, K19.
	p. 34–36, 73–76

	11.
	Reikšmingos skaičių virtinės.
	
	
	2001: S23.

2002: J8.
	p.15–17, 20–24, 141–143.

	12.
	Skaičių virtinių sudarymo galimumas ir negalimumas.
	VIII-7.1, VIII-8.1, VIII-9.1, VIII-11.1.
	
	2002: K27.
	p. 25–28, 122–123.

	13.
	Konkrečių skaičių virtinių nurodymas, sudarymas ir jų skaičius.
	IV-5.2, IV-4.2,

IV-8.2. 
	
	1999: K23, S22, S24, S26, S30.

2000: M10, B4, B11, B13, B14, B18, K8, K25, J21.

2001: B14, K20, K29, J1, J7.

2002: J28.

2006: B25, B26, B30.
	p.18–19, 49–50, 62–64, 87–88, 120–121.

	14.
	Sėkmingi ir nesėkmingi bandymai.
	
	
	2001: K21, K22, K24, K30, S29.

2002: B1, B20, J19.
	p. 46–48, 90–94, 117–119, 130–138.

	15.
	Įsitikinimas, kad virtinės sudaryti negalima
	
	
	
	p. 46–48, 128–129

	16.
	Paprastos ir konkrečios negalimumo priežastys 
	
	
	2001: S16.
	 p. 82–83, 114–116

	17.
	Skaičių masyvai ir lentelės 
	IV-7.2, IV-9.2, 

VIII-35.1.
	
	2001: M4, S22.

2002: B30.
	

	18.
	Konkrečių (skaičių) lentelių nurodymas, sudarymas ir jų skaičius
	
	
	1999: M19, B6, K15.

2000: J3.

2002: S16.
	p.125–126

	19.
	Sėkmingas (skaičių) masyvų nurodymas ir praktiniai masyvų sudarymo sunkumai
	
	
	1999: B29.
	p. 136–138

	20.
	Teorinius ir praktinis įsitikinimas, kad tokios lentelės nėra
	
	
	2000: K4.
	p. 139–140

	21.
	Samprotavimai ir įrodinėjomai
	
	
	
	p.51–53, 65–68, 101–103, 124–125, 145–146

	22.
	Galimumo ir negalimumo pavyzdžiai
	
	
	
	p. 56–59, 104–109, 111–113,

	23.
	Galimumo konkretumas ir jo realizavimas pavyzdžiu
	
	
	
	p. 60–61, 110,

	24.
	Negalimumo pagrindimas
	
	
	
	p. 68–69

	25.
	Tinkamo pavyzdžio nepaneigiamumas
	
	
	
	p 37–38, 85–86,

	26.
	Teorinio pavyzdžio svarba ir praktinė skvarba
	
	
	
	p.39–45, 89, 95–100


3.2. Modulis L-2 „Kampai, ilgiai ir plotai“
3.2.1. Minimalios geometrijos žinios, arba kiek daug reiškia sumanumo krislas kartu su Pitagoro teorema
Kadangi trikampis yra pati paprasčiausia ir dažniausiai pasitaikanti figūra, tai visa žmonių veiklos patirtis moko, kad labai svarbu yra mokėti rasti tokių trikampių figūrų plotą. 

Plotas yra labai svarbi pirmapradė sąvoka, su kuria žmonės susidurdavo nuo neatmenamų laikų, todėl nenuostabu, kad mokėjimas rasti „paprasčiausių“ figūrų, tarp jų ir trikampio plotą ir yra toks išimtinai reikšmingas.

Toliau labai reikšminga yra ir tai, kad mokėdami rasti trikampio plotą, galime „greitai“ surasti ir daugiakampio plotą (pavyzdžiui, kad ir „skaidydami“ daugiakampius trikampiais).

Pažintį su tos rūšies uždaviniais galima pradėti praktiniu klausimu apie tai, kaip susirasti trikampio aukštinę, kai žinomos visos trys jo kraštinės.

Imkime trikampį ir iš jo viršūnės išveskime aukštinę. 

Pirmasis klausimas būtų toks: ar eidami iš bet kurios viršūnės statmenai į kraštinę, mes ją apskritai pasieksime?

Ar gali būti, kad mes, vesdami aukštinę iš kurios nors trikampio viršūnės statmenai tai kraštinei tos kraštinės nepasieksime (o pasieksime į vieną ar kitą pusę pratęstą tos kraštinės tęsinį)?

Pateikite pavyzdžių (brėžiniais), kai išvestoji aukštinė tikrai kerta statmenai kraštinę, į kurią ji yra išvesta, ir kada nekerta.

Būtinai pastebėkite, kad visais tais atvejais, kai išvestoji aukštinė nekerta prieš ją esančios kraštinės, ji būtinai kerta (į vieną ar į kitą pusę pratęstą) tos kraštinės tęsinį.

Ar gali nutikti taip, kad rasis toks trikampis, kurio visos aukštinės (jų yra, savaime suprantama, trys) kerta kraštines, kurioms jos yra statmenos? 

Pateikite tokių trikampių pavyzdžių. 

Kitas, iš pažiūros labai panašus klausimas, galėtų būti toks:

Ar gali nutikti taip, kad rasis toks trikampis, kurio nė viena aukštinė, išvesta (statmenai) į kraštinę, tos kraštinės nekerta (o visada kerta tik į vieną ar kitą pusę pratęstą tos kraštinės tęsinį)?

Po kelių bandymų matome, kad tokio trikampio surasti nesiseka ir pradedame kelti klausimą, kodėl trikampyje (gal ne kiekviename, bet kol kas kiekviename, kurį braižėmės) visada radosi aukštinė, kuri kerta prieš ją esančią kraštinę, į kurią (statmenai) yra išvesta (kerta būtent tą kraštinę, o ne į vieną ar kitą pusę pratęstą tos kraštinės tęsinį).

Pamėginkite paaiškinti, kodėl į pačią ilgiausią trikampio kraštinę iš prieš esančios viršūnės išvestoji aukštinė visada kertą pačią tą kraštinę (o ne jos tęsinį).
1 uždavinys

Dabar imsime „konkretų“ trikampį ABC, kurio kraštinių ilgiai yra 13, 14 ir 15,
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bei pamėginsime surasti visas jo aukštines (iš pradžių tą vieną išvestą į ilgiausiąją kraštinę, arba tą, kuri kertą tą pačią ilgiausią kraštinę (o ne jos tęsinį)). Po to bus visiškai aišku, kaip rasti ir kitas likusias dvi aukštines ir ∆ABC plotą.

Pradedame nuo paprasčiausiųjų įvadinių klausimų.

1. Ar aukštinė, išvesta iš viršūnės C į kraštinę AB, kurios ilgis yra 15, kerta tą kraštinę (o ne jos tęsinį)?
2. Nubrėžkite tą aukštinę.
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Dabar, kai mes pradinį trikampį jau padalinome į 2 mažesnius (ir dar stačiuosius) trikampius, tolesni laipsniškai į sprendimą vedantys kreipiamieji klausimai galėtų būti kad ir tokie:

1. Užrašykite tuos stačiuosius trikampius, į kuriuos aukštinė CD padalijo pradinį trikampį ABC. Jeigu vieno iš tų stačiųjų trikampių, į kuriuos išvestoji aukštinė padalijo pradinį ∆ABC, trikampio ADC statinio AD ilgį pažymėtume universaliuoju žymeniu x (AD = x), tai tada kam yra lygus gretimojo stataus trikampio BDC statinis DB, jeigu visos atkarpos AB ilgis pagal brėžinio duomenis yra 15?

Sekantis brėžinys yra sudarytas iš „pusės“ buvusio pradinio brėžinio arba stačiojo trikampio ADC.
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2. Naudodamiesi Pitagoro teorema, (kuri sako, kad stačiajame trikampyje prieš statųjį kampą esančios kraštinės, (visuotiniu sutarimu) vadinamos įžambine ir žymimos c, kvadratas yra lygus likusiųjų dviejų kraštinių, (visuotiniu sutarimu) vadinamų statiniais ir žymimų a ir b, kvadratų sumai. Arba, trumpai rašant, mūsų primenamais pažymėjimais: c2 = a2 + b2) išreikškite statinio CD kvadratą įžambinės AC (kuri yra lygi 13) ir kito statinio AD = x kvadratų skirtumu.

3. Patikrinkite, ar gauname išraišką CD2 = 132 – x2 arba „ištraukus šaknį“ 
[image: image245.wmf].
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4. Tą patį atlikite su „kita puse“ pradinio brėžinio t. y. su stačiuoju trikampiu BDC.
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CD kvadratą, išreikškite dabar jau įžambinės CB (kuri yra 14) ir kito statinio DB (DB yra kita atkarpos AB dalis ir yra lygi 15 – x) kvadratų skirtumu. Kaip ankstesniame skirsnelyje, taip ir dabar užrašykite CD2 ir CD.
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Dabar jau telieka baigiamoji dalis – turint dvi skirtingas to paties ilgio, bet dviems statiems trikampiams priklausančio statinio CD ilgio išraiškas surasti jau ir pačią (kairiąją) atkarpos AB dalį AD.

5. Sulyginkite abi gautąsias CD išraiškas ir užrašykite, ką gauname.

6. Išspręskite lygtį
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7. Pakelkite šią lygybę kvadratu:

132 – x2 = 142 – (15 – x)2

8. Atskliauskite, sutraukite panašiuosius narius. Ar gaunate, kad 

169 = 196 – 225 + 30x ?
9. Apskaičiuokite x .

10. Raskite bendrojo dviejų stačiųjų trikampių statinio CD (kuris dar yra ir viena iš trijų pradinio trikampio ABC aukštinių) ilgį. 
11. Apskaičiuokite pradinio trikampio ABC plotą.

Kelios mintys spėjantiems viską perskaityti.

Šio uždavinio aiškinimo pradžioje mes daug dėmesio skyrėme tam, kad išsiaiškintume, kad trikampyje visada yra tokia aukštinė, kuri kerta tą kraštinę, kuriai ji yra statmena (o ne į vieną ar kitą pusę pratęstą tos kraštinės tęsinį).

Jeigu išvestoji aukštinė kirstų ne pačią kraštinę, kuriai ji statmena, tai tada brėžinys, žinoma pasikeistų.


Pabandykite pasidaryti brėžinį, kaip viskas atrodytų tokiu atveju ir pamėginkite paaiškinti, ką dabar mes galėtume pasižymėti x (o jau toliau galima spręsti visai panašiai, kaip mes kad ką tik matėme sprendžiant).

Buvome prašyti surasti visas tris to trikampio ABC su kraštinėmis 13, 14 ir 15 aukštines.


Kadangi mes jau radome vieną to trikampio aukštinę ir, turėdami ją, iš karto suradome ir visą trikampio plotą, tai dabar mes, ieškodami likusiųjų dviejų aukštinių, galime naudotis tuo, kad trikampio plotas yra lygus bet kurios kraštinės ir atitinkamai į tą kraštinę išvestos aukštinės sandaugos pusei.

Trumpai tariant, turėdami trikampio plotą ir dar vieną (bet kurią) jo kraštinę, iš karto (vienu veiksmu) galime rasti į tą kraštinę išvestosios aukštinės ilgį. 


Aukštinė apskaičiuojama dvigubą trikampio plotą dalijant iš jo atitinkamos kraštinės ilgio. Paimkite „standartinę“ trikampio ploto išraišką ir iš jos išreiškę aukštinę, patvirtinkite minėtąją taisyklę.


Pasitikrinkite, ar ir jums taip viskas išeina. 

12. Pritaikę minėtąją taisyklę ir turėdami trikampio plotą išreikškite abi likusias aukštines bei užrašykite jų ilgius.

Atsakymas. Trikampio aukštinės, nuleistos atitinkamai į kraštines, kurių ilgiai yra 15, 14 ir 13, yra 11,2, 12 ir 
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2 uždavinys

Uždavinys apie tai, kaip iš stačiojo trikampio stačiojo kampo viršūnės išvedus vienintelę atkarpą, trys trikampiai atsiranda ir kas yra bendro tarp jų? 

Jeigu iš stačiojo trikampio stačiojo kampo viršūnės išvestume stamenį į įžambinę, tai iš to vieno trikampio, arba „uždaros 3 atkarpų visumos”, atsirastų darinys, kuriame galima įžiūrėti jau nebe 3, o visas 6 atkarpas (ir jau nebe vieną, o tris stačiuosius trikampius). 

Atidžiau pasižiūrėjus yra visai aišku, kad gauname tris stačiuosius trikampius, kurie tarpusavyje yra panašūs.

Imsime statųjį trikampį ABC su stačiuoju kampu prie viršūnės C (
[image: image250.wmf]Ð

C = 90º).
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1. Jei (CBA = α, tai kam tada yra lygus trečiasis, dar nepaminėtasis (arba antrasis nestatusis) kampas (CAB? (Nepamirškite, kam lygi bet kurio trikampio kampų suma). 

2. Kodėl tas kitas smailusis kampas yra lygus 90º – α?

Iš taško C nubrėžkite statmenį į kraštinę AB ir to statmens sankirtos tašką su įžambine pažymėkime raide D.
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3. Kiek trikampių galima įžiūrėti šiame brėžinyje? Išvardinkite šiuos tris trikampius.

4. Ar visi tie trikampiai, kuriuos galima įžiūrėti šiame papildytame brėžinyje, yra statūs? Dar kartą nurodykite, kodėl taip yra.

5. Išvardinkite visus tų trikampių smailiuosius kampus. Kiek skirtingų (smailiųjų) kampų dabar galima gauti? Atsakymą pagrįskite.

6. Negi iš tikrųjų visi tie trys statieji trikampiai teturi tik du skirtingus smailiuosius kampus: α ir 90º – α? 

7. Dar kartą išvardinkite visus trikampio ACD kampus.

8. Dar kartą išvardinkite visus trikampio CDB kampus.

9. Ar tie (statieji) trikampiai (∆ACD ir ∆CBD) yra panašūs? Atsakymą pagrįskite.

10. Užrašykite tų trikampių atitinkamų kraštinių, esančių prieš tų trikampių atitinkamai lygius kampus, proporcingumą.

11. Imdami tuos tris panašius stačiuosius trikampius visais galimais būdais poromis po du, užrašykite jų atitinkamų kraštinių ilgių, esančių prieš atitinkamai lygius tų trikampių kampus, proporcingumo sąryšius.

Įprastiniu būdu sužymėkime visas 6 mūsų brėžinyje įžiūrimas atkarpas:

AB = c, AC = b, BC = a ir tegu AD = x, DB = y, (tada AD + DB = x+ y = c  = AB), ir dar tegu 

CD = h.
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Panašių trikampių ACD ir CBD kraštinių proporcingumo sąryšį 
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užrašykite mūsų ,,naujais” žymenimis. Patikrinkite, ar tikrai gaunate lygybę 
[image: image255.wmf].
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12. Remdamiesi pagrindine proporcijos savybe („kryžmai“ esančių narių sandaugos yra lygios) tą ką tik gautąją lygybę užrašykite „be trupmenų“.

13. Patikrinkime, ar tikrai gauname lygybę 
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arba, ištraukus šaknį,

[image: image257.wmf].

xy

h

=


Žodžiais (be formulių) ji formuluojama taip: statmens iš stačiojo trikampio stataus kampo viršūnės ilgio kvadratas yra lygus atkarpų, į kurias statmuo dalija įžambinę, ilgių sandaugai.
Jeigu dar prisimintume, kad kvadratinė šaknis 
[image: image258.wmf]xy

 iš dviejų (teigiamų) skaičių x ir y sandaugos xy yra vadinamas tų skaičių geometriniu vidurkiu, galėtų būti suformuluota dar ir taip: statmens iš stačiojo trikampio stataus kampo viršūnės ilgis yra atkarpų, į kurias statmens pagrindas dalija įžambinę, ilgių geometrinis vidurkis.
Sakysime, jeigu įžambinės AB atkarpos AD ir DB yra 2 ir 8, tai h būtų gaunama bematant: 
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14. Tą patį atlikite ir su iš stačiųjų trikampių ACD ir ABC panašumo sekančia lygybe
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perrašydami ją naujais, trumpesniais žymenimis.

15. Patikrinkime, ar tikrai gaunate lygybę
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, arba, ištraukus šaknį 
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16. Galiausiai tą patį atlikime su trikampiais BCD ir BAC ir palyginkime gautąjį atsakymą su aukščiau parašytuoju.

17. Ar pastebite, kaip formulėje, kurią Jūs dabar gavote, b keičiasi vietomis su a, o x su y?

3 uždavinys

Uždavinys apie tai, kas dar išplaukia iš to, kad viena smailiojo trikampio šoninė kraštinė yra lygi į ją nubrėžtos aukštinės daliai, imant nuo trečiosios trikampio viršūnės iki visų aukštinių sankirtos taško.

Pradinis etapas (arba vienas brėžinys su gausybe stačiųjų trikampių). 

Duotas smailusis nelygiakraštis trikampis ABC. Iš jo viršūnių A, B ir C brėžiame aukštines AP, BQ ir CR ir tų aukštinių sankirtos tašką pažymime O.
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I (bendresnis) etapas

1. Kiek trikampių galima įžiūrėti šiame brėžinyje? Išrašykite visus tuos trikampius.

2. Kiek stačiųjų trikampių galima įžiūrėti šiame brėžinyje? Išrašykite visus tuos trikampius. Ar jų tikrai yra 12?

3. Nagrinėkime statųjį ∆QOC kartu su ∆ARC. 

Ar jie panašūs? Kodėl? Atsakymą pagrįskite panagrinėdami tų trikampių kampų didumus.

4. Nagrinėkime kitus du stačiuosius trikampius AOQ ir APC.

Ar ir jie yra panašūs? Kodėl? Atsakymą argumentuokite.

5. Ar statieji trikampiai AOQ ir QOC irgi yra panašūs? Ar jie nepanašūs? Kokios galėtų būti jų nepanašumo priežastys? 

6. Nurodykite visus stačiuosius trikampius, kurie yra panašūs į trikampį QOC.

7. Nurodykite visus stačiuosius trikampius, kurie yra panašūs į trikampį AOQ.

8. Ar yra brėžinyje tokių stačiųjų trikampių, kurie nebūtų panašūs nei į trikampį AOQ, nei į trikampį QOC? Ar tokie yra trikampiai ARO ir POC ?
II (konkretesnis) etapas (kuriame apie tokios pat rūšies trikampį yra žinoma truputį daugiau).

Jo pradžia yra visiškai tokia pati kaip ir I uždavinio atveju, tik dabar dar yra pasakoma, kad atkarpos AB ir OC yra lygios. Nustatykite 
[image: image265.wmf]Ð

ACB didumą.

Sprendimo žingsniai:

1. Įrodykite arba pakartokite argumentaciją, kodėl trikampiai ABQ ir OCQ yra panašūs (prireikus palygindami jų kampų didumus).

2. Pagrįskite, kodėl panašūs trikampiai ABQ ir OCQ yra dar ir lygūs (prireikus palygindami jų prieš atitinkamai lygius kampus esančias kraštines).

3. Įrodykite, kad trikampyje QOA galioja lygybė OQ = QA.

4. Pagrįskite, kodėl iš paaiškėjusio panašių trikampių ABQ ir OCQ lygumo seka taip pat ir stačiojo trikampio BQC statinių lygybė?

5. Koks yra stačiojo lygiašonio trikampio smailiojo kampo didumas arba nustatykite, kam yra lygus ∆ACB kampas 
[image: image266.wmf]Ð

ACB?
3.2.2. Įvairūs trikampio skaidymo į dalis būdai.
Trikampio ir jo dalių plotų sąryšiai
Trikampis dviem tiesėmis yra padalijamas į tris trikampius ir vieną keturkampį. 

Pateikiame šio uždavinio apie trikampio dalybą į tris trikampius ir vieną keturkampį atskirą atvejį, kai viena iš trikampį dalijančių tiesių yra to trikampio pusiaukraštinė. 
1 uždavinys
Taigi CD yra ∆ABC pusiaukraštinė, o visas to trikampio plotas yra lygus 40. Taškai P, Q ir R dalija tą trikampio ABC pusiaukraštinę CD į keturias lygias dalis CP = PQ = QR = RD. Per tašką R ir trikampio viršūnę A išvesta antroji tiesė kertą trikampio kraštinę CB taške E. Raskite keturkampio DREB plotą.
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D
Įvadiniai klausimai, padedantys išspręsti uždavinį:

1. Jeigu atkarpa CD yra ∆ABC pusiaukraštinė, tai kurią viso ∆ABC ploto dalį sudaro ∆ADC plotas? Atsakymą pagrįskite.
2. Kam lygus ∆ADC plotas?

3. Kurią trikampio ADC ploto dalį sudaro trikampio ADR plotas?

4. Kam lygus ∆ADR plotas?

Papildykite brėžinį atkarpomis AQ, QE, AP, PE ir DE.
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5. Nurodykite trikampius, lygiapločius trikampiui ADR? 

Toliau naudodamiesi trikampio skaidiniu į smulkesnius trikampius kitoje pusiaukraštinės CD pusėje „išskiriame kitą ploto elementą“ ir dar nesurastą trikampio DRE plotą pažymime simboliu x.
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Dabar klausiame apie galimą kitoje pusiaukraštinės pusėje esančių trikampiukų plotų lygybę. Atkreipkite dėmesį, kad ir kitos pusės (mažų) trikampių plotų lygybės priežastys, matyt, bus tokios pačios, kaip kad ką tik buvo anksčiau. 

6. Jei, S∆DRE = x, tai kam tada yra lygus trikampio AED plotas? Atsakymą paaiškinkite.

7. Nurodykite trikampius, lygiapločius trikampiui DRE?

8. Užrašykite trikampio ADE plotą reiškiniu.
9. Kam lygus ∆DEB plotas? Atsakymą pagrįskite. 

10. Jei viso pradinio trikampio ABC plotas yra 40, tai kam tada yra lygus ∆CDB plotas? 

11. Išvardinkite trikampius, kurie sudaro ∆CDB.

12. Jei S∆CDB = 20, tai kam tada yra lygus x?

13. Jei gavote, kad S∆DRE = x = 3, tai koks tada yra keturkampio DREB plotas?

Atsakymas. Keturkampio DREB plotas SDREB = 11.

2 uždavinys
Trikampyje ABC kampo A pusiaukampinė AD yra statmena pusiaukraštinei CE,
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 Raide P pažymėkime jų sankirtos tašką, o taškus D ir E sujunkime atkarpa. Jeigu prie to susikirtimo taško P „prisišliejusio“ ∆PDE plotas S∆PDE = 7, tai kam tada yra lygus visas pradinio ∆ABC plotas?
Nagrinėjamame uždavinyje naudosimės taisykle, kuriai vidurinėje mokykloje galėtų būti skiriama daugiau dėmesio, nes ji tarsi „praslysta“ tarp eilučių. Ji formuluojama: lygiuose trikampiuose prieš (atitinkamai) lygius kampus „guli“ (atitinkamai) lygios kraštinės ir, atvirkščiai, prieš (atitinkamai) lygias kraštines „guli“ (atitinkamai) lygūs kampai.
Ta pačia proga galima būtų priminti ir kitą ne mažiau reikšmingą išvadą, kuri sako, kad 

trikampyje prieš didesnį kampą „guli“ ilgesnė kraštinė ir, atvirkščiai, trikampyje prieš ilgesnę kraštinę „guli“ ir didesnis kampas.
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Keletas įžanginių klausimų:
1. Į kelis trikampius brėžinyje yra padalintas ∆ABC? Išvardinkite tuos trikampius. 

2. Nagrinėkime ∆APE. Kuris sąlygos sakinys patvirtina, kad tas trikampis yra statusis?

Sekantys klausimai palaipsniui įveda mus į patį uždavinio sprendimą 
3. Nurodykite brėžinyje kitą statųjį trikampį, kuris yra lygus stačiajam ∆APE, ir argumentuokite savo pasirinkimą.

4. Ar mūsų nagrinėjame brėžinyje pastebite lygių atkarpų? Kokių atkarpų lygumas seka iš lygių trikampių APE ir APC atitinkamų elementų – kraštinių ir kampų – lygybės? 

5. Dar kartą pakartokite, kodėl atkarpos PE ir PC yra lygios?

6. Kurių dviejų stačiųjų trikampių bendru statiniu yra brėžinyje matoma atkarpa PD? Išvardinkite tuos stačiuosius trikampius. 

7. Paaiškinkite, kodėl trikampių PDE ir PDC plotai yra lygūs?

8. Kam yra lygus ∆PDC plotas?

9. Kokios kitos dvi brėžinyje matomos atkarpos yra lygios atkarpai AE? Kuris uždavinio sąlygos sakinys tikrai leidžia laikyti, kad AE = EB ?

Dabar iš penkių brėžinyje matomų mažųjų trikampių yra nustatytos dvi lygių trikampių poros.

Baigiamoji svarbiausioji uždavinio sprendimo dalis yra ta, kurioje nustatysime, kad to penktojo trikampio plotas yra lygus kitų dviejų (apskritai nelygių) trikampių plotų sumai.

10. Jeigu trikampio APE plotą S∆APE pažymėtume x, tai kam tada būtų lygus plotas ∆ADE ?
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11. Ar galite brėžinyje nurodyti kitą trikampį, kurio plotas būtų lygiai toks pats, kaip trikampio ADE plotas?
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Likusieji baigiamieji klausimai leidžia mums lengvai baigti uždavinio sprendimą:
12. Nagrinėkime ∆ACE (kurio plotas S∆ACE lygus x + x = 2x).

Ar tame brėžinyje yra dar kitas trikampis, kurio plotas būtų toks pats, kaip ∆ACE plotas?

13. Dar kartą paaiškinkite, kodėl trikampių ACE ir CEB plotai tikrai lygūs?

14. Trikampio CEB plotą išreikškite trikampių CPD, PDE ir DEB plotais.
15. Nurodykite, kuris uždavinio sąlygos sakinys patvirtina lygybės 7 + 7 + (x + 7) = 2x teisingumą?

16. Suraskite x reikšmę.

17. Užrašykite uždavinio atsakymą – kam yra lygus pradinio trikampio ABC plotas.
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Uždavinys visiškai išspręstas. Kelios baigiamosios pastabos bus skirtos apibendrinimams ir pastebėjimams, kurie yra visiškai aiškūs kiekvienam, iki galo perskaičiusiam visą šio uždavinio sprendimą.

(α) Kelis kartus viso trikampio ABC plotas (kuris, kaip ką tik nustatyta, yra 84) yra didesnis už pradinės jo dalies, arba ∆PED plotą (kuris yra lygus 7)?

(β) Jeigu pradinio trikampio plotas S∆PED būtų buvęs ne 7, kaip kad ką tik buvo, o 10, tai koks dabar būtų „gavęsis“ pradinio trikampio ABC plotas?

(γ) Ar ir dabar jis yra 12 kartų didesnis už pradinio fragmento plotą? Atsakymą pagrįskite.

(δ) O gal visada yra taip, kad viso ∆ABC plotas S∆ABC yra 12 kartų didesnis už pradinio fragmento, arba ∆PED plotą? Atsakymą pagrįskite pagrindinėje lygybėje vietoje 7 imdami bet kokį kitą skaičių N, reiškiantį pradinio fragmento, arba trikampio PED plotą.

(Primename, kad P yra pusiaukraštinės ir pusiaukampinės (kaip parodyta pradiniame sprendimo brėžinyje) sankirtos taškas).

Baigsime tokiu klausimu.

(ε) Tarkime, kad trikampio ABC plotas yra lygus 624. Kam lygus jo fragmento (∆PED) plotas?

1. Paaiškinkite, kodėl gauname tokį atsakymą, kurio skaitmenų sandauga yra 10. 

2. Užrašykite tą atsakymą.

3 uždavinys
Yra ištisa serija uždavinių, teorinių samprotavimų ir šiaip pratimų, prasidedančių nuo to, kad bet kurį trikampio vidaus tašką sujungus atkarpomis su visomis viršūnėmis ir tas atkarpas pratęsus, trikampis yra padalijamas į 6 nepersidengiančias mažesnes trikampes sritis. 

Imame trikampio vidaus tašką P ir per jį išvedame 3 tieses, einančias ir atitinkamai per to trikampio viršūnes, tai tada tos trys tiesės suskaido tą trikampį į 6 mažus nepersidengiančius trikampiukus.
Pirmiausiai pamėginsime įrodyti, kad jei 5 (iš 6) gautųjų nepersidengiančių trikampių sričių plotai yra lygūs (ir lygūs S), tai ir šeštosios srities plotas irgi yra lygus S.
Kad galima tos užduoties “intriga” būtų kiek didesnė, šį uždavinį pateiksime kaip atvirą klausimą.
Atviras klausimas.

Jeigu trikampio ABC viduje radosi toks taškas P, kad per jį ir per trikampio ABC viršūnes

A, B ir C išvestos tiesės AP, BP ir CP padalijo pradinį trikampį į tokias 6 trikampes nepersidengiančias sritis, apie kurių plotus yra žinoma, kad 5 iš tų 6 sričių plotai yra lygūs (ir lygūs S), tai ar būtinai ir likusios šeštosios srities plotas irgi yra lygus S ? 
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Norėtume dar kartą pabrėžti, kad mes tą atvirą klausimą dar galėtume pamėginti suskaidyti į du (jei to šeštojo trikampiuko plotą pažymėtume Q, tai galėtume klausti):
(α) Ar gali būti taip, kad Q = S?

(β) Ar taip yra visada? 

Atsakymą į šį klausimą mėginsime pateikti kartu su paaiškinančiais komentarais ir „kreipiančiaisiais“ klausimais.

Pažymėkime dar nepažymėtus tiesių AP, BP ir CP sankirtos su trikampio ABC kraštinėmis taškus X, Y ir Z ir pažymėkime 5-ių sričių plotus raide S, o 6-os srities plotą raide Q taip, kaip tai pavaizduota brėžinyje.
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Iš karto nagrinėsime klausimą (β) „Ar visada Q = S?“. Pažiūrime į brėžinyje pavaizduotus trikampius APZ ir PZB.
1. Sąlygoje nurodyta, kad tų trikampių plotai yra lygūs, o iš brėžinio matome, kad abiejų tų trikampių aukštinė, išvesta iš viršūnės P, yra ta pati. Jei taip, tai ar tokiu atveju galima (ir kodėl?) tvirtinti, kad tų trikampių pagrindai AZ ir ZB abu yra tokio paties ilgio? Atsakymą pagrįskite kad ir tuo, kad tiktai vienodo ilgio kraštinės padaugintos iš tos pačios aukštinės ilgio tegali duoti tokią pačią sandaugą, šiuo atveju lygią dvigubam aptariamųjų trikampių plotui 2S.

2. Ar ir nagrinėjamieji trikampiai ACZ ir CZB irgi turi bendrą aukštinę (ir jeigu taip), tai iš kurio taško toji bendra aukštinė yra nubrėžta? Kodėl ir trikampių ACZ ir CZB plotai dabar būtinai irgi privalo būti lygūs? Atsakymą pagrįskite kad ir tuo pačiu samprotavimu, kurį jau naudojome 1 punktelyje.

3. Iš kokių (nepersiklojančių) brėžinyje aiškiai matomų trijų nepersiklojančių trikampių yra sudedami trikampis ACZ ir iš kokių – ∆CZB?

4. Išreikškite tų trikampių plotų lygybę plotais P ir Q.

5. Kodėl gaunama sąlyga 2S + Q = 3S?

6. Gaukite iš jos lygybę Q = S.

Esminė pastaba. Šeštasis plotas Q nebūtinai gali būti „tik ten“, kur jis buvo parodytas mūsų ankstesniame brėžinyje. Galimi ir kiti atvejai, pavyzdžiui, kad ir toks atvejis, kuris yra parodytas žemiau esančiame brėžinyje:

[image: image277.emf]C

B

A

Y

S S

X

S

S

S

Q

Z


Ir šis, jau antrasis tos rūšies brėžinys, savaime suprantama, irgi dar „neišsemia“ visų galimų šeštojo ploto pasirinkimo vietų.
7. Nurodykite visas likusias keturias to šeštojo ploto Q buvimo vietas, kiekvienu atveju padarydami po brėžinį. Ir šiuo atveju vėl iš karto kelkime klausimą (β): ar visada ir dabar Q = S?
Pasižiūrėkime, ar ir dabar (visais atvejais) galėtumėme griežtai tvirtinti, kad ir šeštasis plotas visada paaiškėja esąs toks pats, kaip ir tie kiti 5 (tarpusavyje lygūs) plotai. Primename, kad mes turime stengtis rūpestingai pagrįsti kiekvieną daromą išvadą.

Atsakymas. Jeigu penkių (iš 6) trikampiukų plotai yra vienodi, tai vienodi yra ir visų šešių trikampiukų plotai. 
Probleminis uždavinys tiems, kurie dar ir dabar neišeikvojo visos savo geometrinės kantrybės.

Antrasis atviras klausimas. 

Paimkite tokį patį brėžinį kaip ir anksčiau, tik dabar paimkite, kad dviejų (pavyzdžiui, tų dviejų, esančių „prie pat apatinio pagrindo“) trikampių plotai yra – kairiojo Q1 ir dešiniojo Q2 , o visų kitų keturių – jie visi yra „kiek aukščiau“ –trikampių plotai visi lygūs S.

Ar nepamėgintumėte ir dabar įrodyti, kad visų trikampių plotai yra lygūs S? Nenusiminkite, jeigu tai ne iš karto pavyks. O gal taip nėra? Pamėginkite „moksliškai“ aptarti susidariusią situaciją. Jeigu Jums pasisektų tai padaryti, tai tada situaciją pratęskite išnagrinėdami ir visus kitus panašius atvejus. 

1. Kiek dabar galima skirti atvejų pagal galimas plotų Q1 ir Q2 padėtis? Kiekvienu atveju pasidarykite brėžinio eskizą.

2. Ar ir dabar, Jūsų nuomone, atsakymas į antrąjį atvirąjį klausimą visais atvejais bus „Taip“?

Dar kartą norėtume priminti, kad yra klausimų, į kuriuos atsakymas gali būti tikrai nelengvai randamas ir gali būti, kad dabar Jums kaip tik ir buvo pasiūlytas būtent toks uždavinys.

Prisiminkime, kad remiantis vienu įsišaknijusiu padavimu Euklidas (tas pats iš kurio vadovėlių geometrijos per 2000 metų mokėsi žmonija) carui Ptolomėjui atsakydamas į klausimą, ar negalima būtų lengviau išmokti geometrijos, tarė: „Geometrijoje nėra karališkųjų kelių“.

Taigi, jeigu kartais kas nors ne iš karto padaroma ar pavyksta (kaip galbūt yra ir dabar) tai grįžkite, dar kartą atidžiai susikaupę pažiūrėkite ir tikriausiai „viskas išeis“.

3.2.3. Uždavinys apie vieną įdomų kvadrato tašką
Kadangi kvadratas yra labai „taisyklinga“ (gal net pati taisyklingiausia ar „simetriškiausia“) figūra, todėl nėra nieko nuostabaus, kad ir jame pačiame atsiranda nemažai vienaip ar kitaip įdomių taškų.

Panagrinėsime uždavinį apie vieną tašką, esantį kvadrato viduje, visai „netoli“ nuo vienos jo kraštinės, kurį sujungus su kvadrato tos kraštinės galais, susidaro lygiašonis bukasis trikampis. Šio trikampio kampai prie pagrindo yra po 15 laipsnių (dvyliktoji ištiestinio kampo dalis).

Taigi galima būtų sakyti, kad iš to netoli kvadrato kraštinės esančio taško, toji kvadrato kraštinė yra matoma 150 laipsnių kampu.

Uždavinio klausimas bus, kokiu kampu iš to taško yra matoma priešinga kvadrato kraštinė?

Sprendimas. Kvadrato viduje yra toks taškas P, kad 
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PAB = 
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PBA = 15º.
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Kvadrato kraštinė AB iš taško P yra matoma 150° kampu. Kokiu kampu iš to paties taško P 
yra matoma priešinga kvadrato kraštinė CD? 
Šis uždavinys yra toks, kad pirmasis jo sprendimas paprastai yra padaromas pasitelkiant trigonometrines funkcijas.

Ar negalima būtų apsieiti be jų? O ką, jeigu mes jų, tų trigonometrinių funkcijų dar nežinome? Kaip tada mums išspręsti uždavinį? Negi negalima būtų išsiversti be trigonometrijos? 

Atsakymas, žinoma, yra teigiamas. Taip, tai galima padaryti.

Tačiau tam reikės padaryti vieną gudrybę, kuri per namų ruošos pamoką visiems mums yra gerai žinoma kone nuo pačių pirmųjų pagrindinės mokyklos klasių. Juk nuo pat pirmųjų mokyklos klasių kiekvienas vaikas puikiausiai moka, pavyzdžiui, ką nors iš kur nors paimti ir iškirpti, o iškirpus tuojau pat tai, kas iškirpta, kur nors kitur priklijuoti. Iš esmės absoliučiai tą patį šiame uždavinyje atliekame ir mes.

Brėžinio apačioje mes turime „ploną“ trikampį PAB, kurį mes dabar ir „iškirpsime“. Iškirpę kur nors jį padėsime, nelyginant „priklijuosime“.
Kur nors jį nelyginant priklijuoti yra labai nesunku, nes viena iškirptojo „plono“ trikampio kraštinė yra juk lygi kvadrato kraštinei, tai veikiausiai mes jį kur nors pridėsime taip, kad ta kvadrato kraštinė sutaptų su kokia kita kvadrato kraštine. 

„Toli“ neidami, mes galime tą iškirptąjį trikampį pridėti taip, kad iškirptojo trikampio PAB kraštinė AB sutaptų su gretima kvadrato kraštine BC. 

Keliais būdais tai galima atlikti? Atsakymas į šį tarpinį klausimą pirmiausiai priklauso nuo to, su kokiu tašku tapatiname trikampio PAB (kurį ką tik iškirpome) tašką A: ar su tašku B, ar su tašku C.

O jau toliau galimų atvejų skaičius dar priklauso ir nuo to, ar mes tą „iškirptąjį trikampį“ PAB „priklijuosime“ kvadrato ABCD viduje ar kvadrato ABCD išorėje.
Taip atsiranda iš viso keturios tokios galimybės, kurias ir pavaizduosime brėžiniais.
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Pasirinkime vieną iš tų dviejų būdų, kai taškas P „atsiduria“ kvadrato viduje, ir vėl grąžinkime „senąjį“ pirmąjį brėžinį (tik jame „naująją“ taško P vietą pažymime tašku Q).
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Dabar kelkime klausimą, kuris labai dažnai pravartus sprendžiant geometrijos uždavinius, o jo „natūralumas“ yra toks visaapimantis, kad kai kada jis yra laikomas absoliučiai savaime suprantamu dalyku – ir dėl to jį psichologiškai šiek tiek sunkiau „tituluoti“ principu – ir gal dėl to ne visada paprasta susiprasti pritaikyti.
Štai šis labai natūralus visuotinai taikomas principas – tai kartu ir patarimas sprendžiančiajam.

Principas ir patarimas (iš ciklo „Kaip spręsti, kai nežinai kaip?“).

Visada verta ir protinga atidžiau pasižiūrėjus į atliktą brėžinį kelti tokį klausimą: kokius 2 brėžinyje pažymėtus taškus (pirmiausiai) vertėtų sujungti atkarpa? 

Koks atsakymas į šį klausimą lyg nejučiomis peršasi mūsų uždavinio atveju truputį atidžiau pasižiūrėjus į brėžinį? Ko gero, pirmiausiai kylantis pasiūlymas būtų pasiūlymas atkarpa PQ sujungti taškus P ir Q.
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Dabar paklauskime, kokius brėžinyje dar nepažymėtus kampus jau būtų galima suskaičiuoti? 

1. Suraskite, kam lygus 
[image: image284.wmf]Ð

APB didumas ir kodėl jis toks? Atsakant į šį klausimą galima prisiminti, kad trikampio visų kampų suma lygi 180º.
2. Suraskite 
[image: image285.wmf]Ð

PBQ didumą (nepamirškite, kad kampas
[image: image286.wmf]Ð

ABC yra vienas iš 4 pradinio kvadrato kampų).
3. Kodėl trikampis PBQ yra lygiašonis?
4. O gal ∆PBQ yra ne tik lygiašonis, bet dar daugiau – gal jis dar ir lygiakraštis? Kodėl? Atsakymą, kaip visada, kuo aiškiau (ir kuo trumpiau) pagrįskite.

5. Sužymėkite likusius, brėžinyje dar nepažymėtus ∆PAB ir ∆PBQ kampus.
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Tęsiame sprendimą nuosekliai skaičiuodami ∆PQC kampų didumus. Prieš tai dar surandame 
[image: image288.wmf]Ð

CQB.
6. Kam lygus trečiasis lygiašonio ΔCQB kampas (CQB?
7. Ar ∆PQC yra lygiašonis? Kokia yra „pagrindinė“ to fakto priežastis?

8. Kam lygus to trikampio PQC viršūnės kampo 
[image: image289.wmf]Ð

PQC didumas ir kaip tą didumą paprastai sužinoti?
9. Raskite kitus du (ar tikrai lygiašonio?) trikampio PQC kampus (CPQ ir (PCQ.
10. Ar trikampiai BQC ir PQC tikrai yra lygūs? Kodėl? 

11. Surašykite lygių trikampių BQC ir PQC atitinkamai lygių kraštinių poras.
Dabar beliko baigti spręsti uždavinį. Primename, kad mums reikia surasti kampo 
[image: image290.wmf]Ð

DPC didumą arba atsakyti į klausimą: kokiu kampu iš iš taško P yra matoma kvadrato kraštinė DC? (Primename, kad pagal sąlygą priešinga kvadrato kraštinė AB iš to paties taško P yra matoma 150º kampu). 
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Atsakymas į šį klausimą bus absoliučiai aiškus po kelių labai paprastų „kreipiančiųjų“ klausimų.

12. Kam lygus  
[image: image292.wmf]Ð

DCP didumas? (Primename, kad kampas (DCB yra vienas iš 4 pradinio kvadrato kampų).
13. Palyginkite atkarpų CD ir PC didumus. Kodėl tos atkarpos iš tikrųjų lygios?

14. Kodėl ir ar tikrai trikampis DCP yra lygiašonis? Iš kur tai išplaukia?
15. O gal tas lygiašonis ∆DCP yra dar ir lygiakraštis? Iš ko tai (nepaneigiamai) išplaukia?

16. Kam lygus ∆DCP kampo 
[image: image293.wmf]Ð

DPC didumas?
Atsakymas. Kampo DPC didumas yra 60º, (arba iš taško P atkarpa DC yra matoma 60º kampu).

3.2.4. Įvairūs stačiakampio skaidymo į dalis būdai.
Stačiakampio ir jo dalių plotų sąryšiai
1 uždavinys

Uždavinys apie vieno stačiakampio, padalyto į keturis mažesnius, ketvirtojo stačiakampiuko plotą, kai žinomi kitų trijų stačiakampiukų plotai.

Jeigu tašką P imtume jau nebe trikampio ABC, o stačiakampio ABCD viduje, o tieses dabar vestume lygiagrečiai to pradinio stačiakampio ABCD kraštinėms, tai tada mūsų pradinis stačiakampis ABCD tomis stačiakampio kraštinėms lygiagrečiomis ir per tašką P einančiomis atkarpomis EF ir GH būtų padalintas į 4 mažesnius nepersiklojančius stačiakampiukus.


[image: image294.emf]P

A

G

D

E

C

H

B

F


Tarkime, kad trijų mažesnių stačiakampiukų plotai yra 2, 4 ir 5 (kaip parodyta brėžinyje):
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Mes mėginsime surasti ketvirtojo stačiakampiuko plotą.

Sprendimas

Pirmiausiai nuosekliai sužymėkime visų stačiakampiukų matmenis žymenimis a, b, c ir d:
DE = GP = AF = a,

DG = EP = CH = b,

EC = PH = FB = c,

GA = PF = HB = d.

1. Prisimindami, kad stačiakampio ABCD, kurio ilgis ir plotis yra x ir y, plotas yra reiškiamas jo matmenų x ir y sandauga xy, išreikškite stačiakampiuko DEPG plotą S(DEPG) ką tik įvestais žymenimis a, b, c ir d.
2. Lygiai taip pat ir likusių trijų stačiakampiukų EPHC, GPFA ir PHBF plotus išreikškite žymenimis a, b, c ir d.
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3. Palyginkite dviejų gretimų stačiakampiukų DEPG ir EPHC plotus. Kuris iš jų yra didesnis ir kelis kartus? Kodėl taip yra? Atsakymą nuosekliai paaiškinkite pasižiūrėję į tuos konkrečius stačiakampiukų plotus, kurie yra 2 ir 4.

4. Ar tie du stačiakampiukai DEPG ir EPHC turi bendrų matmenų? Jei taip, tai kuris yra jų bendrasis matmuo?

5. Kadangi stačiakampio EPHC plotas S(EPHC) = 4 yra lygiai 2 kartus didesnis už stačiakampio DEPG plotą S(DEPG) (kuris pagal sąlygą lygus 2, o 4:2 = 2), tai kelis kartus tada stačiakampio EPHC kraštinė PH yra ilgesnė už stačiakampiuko DEPG kraštinę GP = a? Atsakymą pakomentuokite.
6. Pasvarstykite, ar teisinga būtų tvirtinti, jog bet kurių dviejų bendrą kraštinę b turinčių stačiakampiukų plotų ab ir bc santykis visada lygus jų nebendrųjų kraštinių (su ilgiais a ir c) ilgių santykiui 
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7. Pagrįskite šią savybę nuosekliai dalindami tų stačiakampių plotų išraiškas viena iš kitos ir suprastindami bendrąjį skaitiklio ir vardiklio daugiklį b.
8. Nagrinėkime kitus du kaimyninius žemiau esančius bendrą kraštinę 
turinčius stačiakampiukus GPFA ir PHBF. Kuri yra jų bendroji kraštinė? Užrašykite ją.
9. Kelis kartus stačiakampiuko PHBF kraštinė PH = c yra ilgesnė už stačiakampiuko

GPFA kraštinę GP = a?
10. Pagal sąlygą S(GPFA) = 5. Kelis kartus stačiakampio PHBF turi būti didesnis 
už stačiakampiuko GPFA plotą S(GPFA)?

11. Kam lygus 4-tojo stačiakampiuko PHBF plotas S(PHBF)?

Pažymėkite jį brėžinyje.
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Sekantys klausimai yra skiriami tam tikram gautojo atsakymo apmąstymui ir kai kurioms paprastoms iš čia kylančioms išvadoms suformuluoti.

12. Ar pastebite, kokia paprasta priklausomybė sieja tuos keturių gretimų stačiakampiukų („sueinančių“ į bendrą viršūnę taške P) plotus?

13. Jeigu tų trijų į vieną viršūnę „sueinančių“ stačiakampiukų plotai būtų ne 2, 4 ir 5, kaip ką tik buvo, o – 3, 4 ir 5, (kaip kad dabar parodyta brėžinyje), tai kam dabar turėtų būti lygus to ketvirtojo dar nežinomojo stačiakampiuko plotas?
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Ar tebegalioja mūsų anksčiau pastebėtoji plotų priklausomybė?

Negi ji buvo teisinga tik anam pirmajam atskiram skaitiniui atvejui?
Ar tikrai ji galioja ir bendruoju atveju, kai tik stačiakampis dviem statmenomis jo kraštinėms lygiagrečiomis tiesėmis yra dalijamas į keturis mažesnius stačiakampiukus, sueinančius į bendrą viršūnę?
14. Išspręskite uždavinį pačiu bendriausiu atveju, kai pradinių trijų stačiakampiukų plotai nusakyti „jau nebe skaičiais, bet raidėmis“, arba kai pradinis stačiakampis dalijamas į mažesnius stačiakampius, iš kurių trijų plotai yra P, Q ir R. Kam dabar lygus to ketvirtojo stačiakampiuko plotas?
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15. O kam dabar būtų lygus ketvirtojo stačiakampiuko plotas, kai tie 3 ,,žinomi“ stačiakampiukai išsidėstę kiek kitaip?
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16. Išnagrinėkite likusius 2 atvejus ir nurodykite, kam ir tais likusiais atvejais yra lygus to ketvirtojo stačiakampiuko, brėžinyje žymimo ?, plotas. Kiekvienu atveju padarykite brėžinio eskizą.

17. Imdami visų keturių stačiakampiukų matmenų a, b, c ir d sandaugą a·b·c·d
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ir ją dviem skirtingais būdais suskirstydami į 2 sandaugas po 2 dauginamuosius dar kartą pagrįskite tą mūsų keturių stačiakampiukų plotų priklausomybę: „kryžmų“ stačiakampiukų plotų sandaugos yra lygios.
2 uždavinys

Kiek vienur trūksta, tiek kitur per daug ir kodėl tai gali būti labai aišku?

Sekančiame uždavinyje gana netikėtu būdu vėl patvirtinama gerai žinoma aplinkybė, kad sprendžiant plotų uždavinius, vienų plotų žinojimas kartais leidžia nustatyti ir kai kurių kitų kaimyninių, kai kada su jomis net bendrų sienų neturinčių, sričių plotus.

Žemiau nagrinėjamas uždavinys kaip tik ir yra ryškus tokios rūšies uždavinių atstovas.

Imkime paprasčiausią stačiakampį ABCD. Kraštinėje AB pasirinkime bet kokį tašką F, o kraštinėje BC – tašką E. Sujunkime tašką E su stačiakampio viršūnėmis A ir D, o tašką F – su viršūnėmis D ir C. Išvestosios atkarpos padalija stačiakampį į 8 nepersiklojančias sritis S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7 ir S8, kaip parodyta žemiau pateikiamame brėžinyje (dauguma sričių tai trikampiai, bet yra ir keturkampis, ir net penkiakampis).
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Pamėginkime suformuluoti ir atsakyti į keletą galinčių šiuo atveju iškilti klausimų.

1. Kurią pradinio stačiakampio ABCD ploto dalį sudaro trikampio AED plotas? Atsakymą pagrįskite. (Tai tikrai labai nesudėtinga, nes stačiakampio plotas yra lygus jo ilgio ir pločio sandaugai, o trikampio plotas yra lygus kraštinės ir į ją nubrėžtos aukštinės sandaugos pusei). 

2. Ar trikampio AED plotas gali kaip nors priklausyti nuo to taško E pa(si)rinkimo? Atsakymą pagrįskite. 

3. Lygiai taip atsakykite į klausimą: kurią to paties stačiakampio ABCD ploto dalį sudaro trikampio DCF plotas? Atsakymą pagrįskite. Ar čia gali būti kas nors iš principo kitaip, kaip yra 1 klausimo atveju?

4. Ar nepriklauso trikampio DCF plotas nuo viršūnės F pasirinkimo?

5. Ar tikrai trikampių AED ir DCF plotų suma yra visiškai tokia pati kaip ir pradinio stačiakampio ABCD plotas? 

6. Jei taip, tai tada kodėl 2(S4 + S7 + S8) = S(ABCD)?

7. Kodėl visiškai panašiai tada 2(S2 + S6 + S7) = S(ABCD)?

8. Kodėl galioja bendroji plotų skaidinio lygybė

S1 + S2 + S3 + S4+ S5 + S6 + S7+ S8 = S(ABCD)?

9. Kaip iš trijų pastarųjų lygybių išvedama plotų lygybė 

S1 + S3 + S5 = S7?

10. Ar tiesa, kad žinodami bet kuriuos tris iš keturių plotų S1, S3, S5, S7 visada galėtume surasti tą ketvirtąjį dar nenustatytą plotą? Atsakymą paaiškinkite ir argumentuokite. Vienas iš galimų argumentų čia galėtų būti ir toks: dvigubai uždengtos stačiakampio dalies plotas lygus visų jo neuždengtų dalių sumai (S7 = S1 + S3 + S5).
Jeigu taip, tai užpildykite galimą to nežinomo ketvirtojo ploto radimo lentelę:

	S1
	S3
	S5
	S7

	2
	12
	3
	?

	3
	18
	7
	?

	4
	22
	9
	?

	7
	19
	10
	?

	10
	?
	10
	40

	?
	21
	9
	41

	14
	24
	?
	49

	8
	?
	9
	31

	2
	?
	4
	S


Papildomas klausimas labiau susidomėjusiam skaitytojui. 

Stačiakampio dengimas dviem trikampiais ir jo taškų ,,uždengtumo“ lygiai

Brėžinyje dabar vietoje buvusių nepersiklojančių dalių pavadinimų įrašykite skaičius 0, 1 arba 2 priklausomai nuo to, keli trikampiai užkloja tą sritį. 

Taip, pavyzdžiui, į sritį S2 turėtume įrašyti skaičių 1, nes tą sritį užkloja tik ∆DCF, į sritį S3 turėtume įrašyti skaičių 0, nes jos nedengia nei trikampis DCF, nei trikampis ADE, o į sritį S7 turėtume įrašyti skaičių 2, nes ją dengia abu minimieji trikampiai. 
(a) Nurodykite dar vieną sritį, į kurią turėtume įrašyti skaičių 0 (primename, kad nulį rašome į sritį, kurios nedengia joks iš tų dviejų trikampių DCF ir ADE).

(b) Išvardinkite visas sritis, į kurias reikės įrašyti skaičių 0.
(c) Nurodykite dar vieną sritį, į kurią turėtume įrašyti skaičių 1 (primename, kad vienetą rašome į sritį, kurią dengia tik vienas trikampių DCF ar ADE).
(d) Išvardinkite visas sritis, į kurias reikės įrašyti skaičių 1.
(e) Ar įmanoma nurodyti dar kokią nors kitą sritį, į kurią mums reikės įrašyti 2? (Primename, kad dvejetą teks įrašyti į sritis, kurias dengia abu minėtieji trikampiai DCF ir ADE).

Padarykite bendrą brėžinį, į kurį būtų įrašyti visi prašomieji skaičiai 0, 1 ir 2.
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Labiau susidomėjęs skaitytojas galėtų mėginti paaiškinti plotų lygybę tokiais žodžiais: kadangi stačiakampį dengiančiųjų trikampių (∆DCF ir ∆ADE) plotų suma yra lygi viso stačiakampio ABCD plotui, tai dvigubai uždengto stačiakampio dalies plotas lygus visų jo neuždengtų dalių plotų sumai. 
Dar vienas klausimas susidomėjusiam skaitytojui galėtų būti toks: jeigu mes vietoje trikampių imtume kokias nors kitokias dvi figūras, žiūrėdami tiktai, kad abiejų tų figūrų plotų suma būtų lygi viso stačiakampio plotui, tai ar tada atsakymas vėl būtų toks pats, kaip anksčiau: dvigubai dengiamų stačiakampio dalių plotas yra lygus neuždengtų jo dalių plotų sumai? Atsakymą paaiškinkite.
3.2.5. Uždaviniai savarankiškam darbui
1. Trumpesnysis stačiojo trikampio statinis yra lygus 1, o jo mažesniojo smailiojo kampo didumas yra 15º. Raskite kitą (ilgesnįjį) to stataus trikampio statinį, įžambinę bei trikampio plotą. Ar tą uždavinį galima išspręsti naudojantis tik Pitagoro teorema ir tuo, kad trikampio plotas yra lygus kraštinės ir ją išvestos aukštinės sandaugos pusei?
2. Stačiojo lygiašonio trikampio BQC statinyje QB radosi toks taškas O, kad (QCO = 30°, atkarpos OQ ilgis lygus 1. Trikampio statinio CQ tęsinyje už taško Q pažymėtas toks taškas A, kad AQ = OQ ir taškas A buvo sujungtas su tašku B. (Primename, kad bet kurio trikampio aukštinės kertasi viename taške).
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(a) Ar tiesė, išvesta per taškus A ir O, yra statmena BC ir jeigu yra, tai kodėl? 

(b) Kuris taškas yra trikampio ABC aukštinių sankirtos taškas ir kodėl?

(c) Ar tiesė, išvesta per taškus C ir O, yra statmena AB ir jeigu yra, tai kodėl? 
(d) Kam yra lygus trikampio ABC plotas?

Atsakymas:  
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3. Matematiniame voratinklyje visų atkarpų ilgiai yra sveikieji skaičiai. Kam lygus x?
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Atsakymas: 13.
4. Plokštumoje nubraižytas kvadratas ABCD, kurio kraštinės ilgis yra 1. Taip pat nubraižyti visi kvadratai, kurių dvi viršūnės yra kvadrato ABCD viršūnės. Kokį plotą uždengia tie kvadratai?
Atsakymas: 7.
Kokį plotą uždengia tie kvadratai, jeigu kvadrato ABCD kraštinės ilgis yra:

a) 4; b) 9; c) L?
Atsakymas: a) 112; b) 567; c) 7L2.
5. Stačiakampis įprastu būdu dviem tarpusavyje statmenomis ir to pradinio stačiakampio 

kraštinėms lygiagrečiomis tiesėmis padalinamas į 4 stačiakampiukus. Trijų iš tų 4 susidariusių stačiakampiukų plotai yra 2, 8 ir 16. Ketvirtojo stačiakampiuko plotas yra irgi sveikasis skaičius. 
1) Kam gali būti lygi visų galimų ketvirtojo stačiakampiuko plotų suma?

2) O kam ji būtų lygi, jeigu tų 4 stačiakampiukų plotai būtų lygus 
a) 3, 27 ir 81?
b) a, a3 ir a4 ?
Atsakymas: 1) 69; 2) a) 739; b) (
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6. Jūrų Valdonė klausinėja jūreivio Sinbado anūką, geraširdį Achmedą, ar galima iš 8 x 8 kvadrato iškirpti:

								
								
								
								
								
								
								
								

	
	a) 10 stačiakampių, kurių matmenys 1 x 5;
b) 12 stačiakampių, kurių matmenys 1 x 5;
c) 13 stačiakampių, kurių matmenys 1 x 5.
Ką į šiuos klausimus turėtų atsakyti Achmedas? 


Atsakymas: a) galima; b) galima; c) negalima, nes būtų pažeista „plotų lygybė“.
7. Pradėjęs nuo lygiakraščio trikampio ABC, kurio kraštinės ilgis yra 2 metrai, jo išorėje ant visų jo kraštinių AB, BC ir CA maestro Reksas bematant nubraižė kvadratus ABPQ, BCTU, CARS. Atėjęs kitas maestro Kanopa švaistėsi tvirtinimais, kad ne Rekso nosiai suskaičiuoti šešiakampio PQRSTU plotą. Prišokęs jau trečias maestro Petuchauskas puolė padėti Reksui ir per dvi valandas juodu gavo teisingą atsakymą. Kam lygus šešiakampio PQRSTU plotas?
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Atsakymas: (
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8. Čepkelių kolegijoje įvyko tradiciniai rudeniniai geometriniai braidymai, kuriuose buvo reklamuojamas ir toks etiudas, sulaukęs nemenko vaikštovų dėmesio bei pritarimo. Trikampio ABC kraštinėje AC yra pažymėtas taškas E, o kraštinėje AB – taškas F. Taškas D yra BE ir CF sankirtos taškas. Jeigu trikampių BDF, BCD ir CDE plotai yra atitinkamai 3, 7, 7, tai kam tada yra lygus keturkampio AEDF plotas?
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Atsakymas: 18.
9. Kvadratas tiesėmis, lygiagrečiomis jo kraštinėms, suskaidytas į 4 stačiakampius. Stačiakampio ☺ perimetras yra 17,6 cm, o jo plotas yra 15,75 cm2. Nustatykite stačiakampio ☼ plotą, jeigu jo perimetras yra 14,4 cm. 
	☺
	

	
	☼


Atsakymas: 9,35 
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10. Mikė Pūkuotukas, eidamas namo, rado brėžinį, kuriame stačiakampis girios sklypas lygiagrečiomis jo kraštams tiesėmis buvo padalintas į 9 stačiakampiukus. Į kai kuriuos stačiakampiukus buvo įrašyti jų perimetrai (bet kurio stačiakampio perimetras yra tiksliai tą stačiakampį apjuosiančio siūlo ilgis). Viename stačiakampiuke Mikė Pūkuotukas pamatė klaustuką. Koks yra to stačiakampiuko perimetras? 
	10
	11
	12

	5
	
	

	11
	
	?


Atsakymas: 13.
11. Lygiašonė trapecija ABCD sudėta iš dviejų lygiašonių trikampių ADB (AD = BD) ir BCD (BC = CD). Raskite tos trapecijos kampų didumus.
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Atsakymas: 72°, 72°, 108°, 108°.
12. Taškas E yra kvadrato ABCD kraštinės CD vidurio taškas, o kvadrato viduje atsirado toks taškas M, kad (MAB = (MBC = (BME = x. Suraskite kampo x didumą.
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Atsakymas:75°.
13. Brėžinyje parodytas keturkampis ABCD, kurio trys kraštinės AB, BC ir AD yra lygios 1, kampas 
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14. Brėžinyje pavaizduoti 2 kvadratai ABCD ir PQRS su kraštinių ilgiais atitinkamai 8 ir 9. Taškas P yra kvadrato ABCD centras, o PQ kerta AB 7 vienetų atstumu nuo taško A. Raskite patamsintos srities plotą.
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Atsakymas:18.
15. Brėžinyje pavaizduota sudėta lygiakraščių trikampių „spiralė“. Turėdami pirmuosius 5 lygiakraščius trikampius (parodytus patamsintai piešinyje) visus likusius lygiakraščius trikampius dedame taip, kad kiekvieno jų kraštinė sutampa su dviejų prieš tai  padėtųjų lygiakraščių trikampių kraštinėmis: to ką tik padėtojo ir padėto prieš tai. Mažiausiojo lygiakraščio trikampio kraštinė yra 1 vieneto ilgio. Koks yra penkiolikto padėtojo lygiašonio trikampio kraštinės ilgis?
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Atsakymas: 37.
16. Brėžinyje pavaizduotas kvadratas ABCD ir lygiakraštis trikampis ABE. Kraštinėje BC pažymėtas taškas F taip, kad EC= EF. Suskaičiuokite kampo BEF didumą laipsniais. 
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Atsakymas: 60°.
17. Brėžinyje parodytas trikampis ir dvi jo pusiaukampinės. Koks yra kampo x didumas laipsniais?
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Atsakymas:60°.
18. Kvadrato ABCD išorėje pažymėtas toks taškas E, kad ΔCDE yra lygiakraštis trikampis. 

Raskite kampo 
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Atsakymas: 45°.
19. Brėžinyje pavaizduotas septyniakampis ABCDEFG, kurio kraštinė FG = 6, o GA = AB = BC = CD =DE = EF, o keturkampis BDFG yra kvadratas. Yra žinoma, kad septyniakampio ABCDEFG plotas yra lygiai dvigubai didesnis už kvadrato BDFG plotą. Raskite septyniakampio ABCDEFG perimetrą.
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Atsakymas: 36.
20. Brėžinyje matome lygiakraščio trikampio viduje esantį taisyklingąjį šešiakampį. Pradinio lygiakraščio trikampio plotas yra yra lygus 540. Koks yra to taisyklingojo šešiakampio plotas?


[image: image327.emf]
Atsakymas: 360.
21. 3 x 4 stačiakampio kraštinėse pažymėta 14 taškų, dalijančių jo kraštines į vienodo ilgio atkarpas, kaip parodyta brėžinyje. Ar galima kuriuos nors 2 iš tų pažymėtųjų taškų sujungti atkarpa taip, kad stačiakampis būtų padalintas į tokias dvi dalis, kurių plotų santykis yra kaip 1:3?

Keliais būdais tai galima padaryti? 


[image: image328.emf]
Atsakymas: galima, 10 būdų.
22. Brėžinyje pavaizduotas stačiakampis ABCD yra padalintas į tris vienodus stačiakampius. Atkarpa JK dalija stačiakampį CDFG į du vienodo ploto keturkampius. Kelintą dalį pradinio stačiakampio ABCD ploto sudaro trikampio AEI plotas?
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Atsakymas: 
[image: image330.wmf].
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23. Žemiau esančiame brėžinyje CD yra trikampio ABC kampo C pusiaukampinė. Be to, BC = CD ir AB = AC. Koks yra kampo CDA didumas?


[image: image331.emf]A
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Atsakymas: 108°.
24. Taškai M ir N yra stačiakampio ABCD kraštinių AB ir CD vidurio taškai.

Stačiakampio ABCD kraštinė AB yra 2 vienetų, o AD – 1 vieneto ilgio. Jeigu kampo ABD didumas yra xº laipsnių, tai tada xº laipsniais išreikškite kampo DZN didumą (Z yra stačiakampio įstrižainės DB ir atkarpos AN sankirtos taškas).

[image: image332.jpg]



Atsakymas: (135 – x)°.
25. Koks yra brėžinyje parodyto kampo x didumas laipsniais?


[image: image333.emf]125
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Atsakymas: 15°.
26. Kiekvienos keturkampio ABCD kraštinės ilgis yra reiškiamas sveikuoju centimetrų skaičiumi. Žinodami, kad kraštinės AB = 4 cm, BC = 5 cm, o CD = 6 cm, suraskite, koks pats ilgiausias galimas atkarpos DA ilgis centimetrais.

Atsakymas: 14. 
27. Kuri lygiakraščio trikampio ABC ploto dalis yra patamsinta?
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Atsakymas :
[image: image335.wmf].
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28. Kvadrato ABCD kraštinėse BC ir CD atitinkamai pažymėti taškai K ir L taip, kad 
[image: image336.wmf]Ð

AKB = 
[image: image337.wmf]Ð

AKL. Raskite kampo 
[image: image338.wmf]Ð
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Atsakymas:45°.
29. AD ir BE yra smailiojo trikampio ABC aukštinės. Jei AE = 5, CE = 3 ir CD = 2, tai koks yra atkarpos BD ilgis?
[image: image340.jpg]



Atsakymas: 10.
30. Brėžinyje matome didelį stačiakampį, kurio perimetras yra 300 centimetrų. Jis padalintas į vienodus stačiakampiukus, kaip parodyta brėžinyje, kurio kiekvieno perimetras yra lygus po 58 cm. Kiekviena tų stačiakampiukų kraštinė išreiškiama sveikuoju centimetrų skaičiumi. Įrodykite, kad yra du būdai nurodytai užduočiai atlikti, ir kiekvienu iš tų dviejų atvejų suraskite tų stačiakampiukų matmenis.


[image: image341.emf].
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Atsakymas: 122 stačiakampiukai 1 x 28 arba 12 stačiakampiukų 11 x 18.

31. Taisyklingasis šešiakampis padalintas į keturias trapecijas ir vieną šešiakampį. Jei kiekvienas iš tų 5 padalintųjų daugiakampių turi tokį patį perimetrą, tai koks tada yra brėžinyje matomų atkarpų p, q ir r ilgių santykis? 


[image: image342.emf]p
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Atsakymas: 12:4:1.
32. Brėžinyje pavaizduoti du lygiakraščiai trikampiai. Nustatykite kampo x didumą laipsniais.
 
[image: image343.emf]75
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Atsakymas:40°.
33. Kvadratas ABCD perlenktas išilgai tiesės FG (kaip parodyta brėžinyje) taip, kad kvadrato viršūnė B sutapo su kvadrato kraštinės DC vidurio tašku M. Įrodykite, kad trikampio GCM kraštinių ilgiai sutinka kaip 3:4:5.


[image: image344.emf]A

F

B

G

C

M

D


34. Brėžinyje pavaizduotas trikampis yra padalintas į 6 trikampiukus. Keturių iš tų šešių trikampių plotai yra lygūs P, o penktojo ir šeštojo trikampio plotai yra lygūs Q. Ar galima įrodyti, kad visų tų šešių trikampių plotai yra lygūs?
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Atsakymas: galima.

35. Brėžinyje pavaizduotas trikampis yra padalintas į 6 trikampiukus. Keturių iš tų šešių trikampių plotai yra lygūs P, o penktojo ir šeštojo trikampio plotai yra lygūs Q. Ar galima įrodyti, kad ir dabar visų tų šešių trikampių plotai yra lygūs? 
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Atsakymas: galima.

36. Brėžinyje pavaizduotas trikampis yra padalintas į 6 trikampiukus. Keturių iš tų šešių trikampių plotai yra lygūs P, o penktojo ir šeštojo trikampio plotai yra lygūs Q. Ar galima įrodyti, kad ir dabar visų tų šešių trikampių plotai yra lygūs? 
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Atsakymas: galima.

37. Keturkampio ABCD kraštinės AB ir AD yra po 25 cm, o kraštinės CB ir CD yra po 39 cm. Statmens, išvesto iš taško B į kraštinę AD, ilgis yra 24, o statmens į kraštinę CD ilgis yra h. Kam yra lygus h?
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Atsakymas: 
[image: image349.wmf].
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38. Dvi keturkampio kraštinės lygios 7 ir 9 cm ir yra tarpusavyje statmenos. Likusios dvi, iš kurių viena yra 3 cm ilgio – irgi statmenos. Raskite ketvirtąją to keturkampio kraštinę bei viso keturkampio plotą.

[image: image350.emf]7 cm
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Atsakymas: 11 cm, 48 cm2.
39. Šešiakampis gaunamas nupjaunant nuo kiekvienos lygiakraščio viršūnės po lygiakraštį trikampiuką. Nupjaunamų lygiakraščių trikampiukų kraštinių ilgiai yra atitinkamai 1, 2 ir 3 cm. Gautojo šešiakampio ir pradinio lygiakraščio trikampių perimetrai sutinka kaip 5:7. Kurią pradinio lygiakraščio trikampio ploto dalį užima tas šešiakampis?


[image: image351.emf]
Atsakymas: 
[image: image352.wmf].
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40. 2 vienodi stačiakampiai turi bendrą viršūnę ir persidengia taip, kaip parodyta brėžinyje. Koks yra bendras visos abiejų stačiakampių patamsintosios dalies plotas?

[image: image353.emf]8
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Atsakymas : 68. 
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1 PRIEDAS 
MODULIO PROGRAMOS PRISTATYMO MOKINIAMS PAVYZDŽIAI

· Danutė Čiurinskienė,
Kaišiadorių Algirdo Brazausko vidurinė mokykla

9 klasės branduolio modulis B-2 ,,Plokštumos geometrija”.
1 skaidrė                                                                2 skaidrė

[image: image354.emf]PLOKŠTUMOS 

GEOMETRIJA

Matematikos modulis B-2

      
[image: image355.emf]Trikampių ir keturkampių 

klasifikacija, savybės



Klasifikuosime trikampius pagal pasirinktą 

požymį. Nagrinėsime trikampio nelygybę, 

trikampio kampų sumą, lygiašonio ir 

lygiakraščio trikampio savybes, Pitagoro ( ir 

jai atvirkštinę) teoremą, statinio, esančio 

prieš 30° kampą, savybę, pusiaukraštinių 

savybes.



Klasifikuosime keturkampius pagal nurodytą 

požymį. Prisiminsime, kokios yra 

lygiagretainio, rombo, kvadrato, lygiašonės 

trapecijos savybės.  


3 skaidrė                                                                4 skaidrė


[image: image356.emf]Trikampio ir trapecijos 

vidurinė linija

Kopėčių pakopos 

prikaltos vienodais 

tarpais viena nuo 

kitos prie dviejų 

lygiagrečių 

atramų. 

Apskaičiuokite 

pakopų BF, DH 

ilgius, jei žinoma, 

kad AE= 50 cm, o 

CG=56 cm.

      
[image: image357.emf]Apskritimas, liestinė, 

kirstinė. Liestinės savybė

Gediminas skritulio formos paveikslėlį pakabino

ant sienos virvutėmis taip, kaip pavaizduota

piešinyje. Apskaičiuokite, kiek reikės virvutės, jei

paveikslėliui pritvirtinti papildomai reikia 10 %

virvutės ilgio. Paveikslėlio skersmuo 24 cm., o

tarp šoninių virvučių susidaro 60 kampas.

Atsakymą pateikite 0,1 cm. tikslumu. Šonines

virvutes laikykite apskritimo liestinėmis.


5 skaidrė                                                               6 skaidrė


[image: image358.emf]Skritulio išpjova, nuopjova



Pavaizduosime  brėžinyje apskritimo 

skersmenį, stygą, apskritimo lanką, liestinę, 

kirstinę, skritulio išpjovą, nuopjovą, centrinį 

kampą. 



Apskaičiuosime skritulio, skritulio išpjovos, 

nuopjovos plotą.

R

     
[image: image359.emf]Trikampių panašumas

Turistai mieste sustojo 

prie „ Užupio angelo“ 

skulptūros. Jie turi šios 

skulptūros nuotrauką. 

Kaip turistai 

naudodamiesi ja, 

galėtų apskaičiuoti 

kolonos, ant kurios 

stovi  skulptūra aukštį, 

žinodami, kad 

skulptūros aukštis yra 

3,9 m. ? 


7 skaidrė                                                               8 skaidrė


[image: image360.emf]Trikampių panašumo 

požymiai

Tomas 70 cm. atstumu nuo akių laiko

rankoje 2 cm. skersmens monetą. Ši

moneta uždengia 5 m. aukščio stulpą.

Kokiu atstumu Tomas stovi nuo stulpo?

Atsakymą pateikite metrais.

     
[image: image361.emf]Panašūs daugiakampiai.

Dominykas nori 

atspausdinti nuotrauką ir 

įdėti i stačiakampio 

formos rėmelius. Jis 

girdėjo, kad paveikslo 

rėmeliai atrodo geriausiai, 

jeigu jo matmenys atitinka 

auksinę proporciją. Kokio 

pločio rėmelius turėtų 

užsakyti Dominykas, jeigu 

jo norimų rėmelių ilgis 

a=32 cm.? Atsakymą 

parašykite vieno 

centimetro tikslumu.


9 skaidrė                                                               10 skaidrė


[image: image362.emf]Nagrinėsime, panašių 

figūrų ilgių, perimetrų, 

plotų kaitą

Mūsų šalies vėliavos pločio ir ilgio santykis

3 : 5 .

a) Vėliavos kraštams apsiūti turime 5,4 m.

juostelės. Kokių matmenų vėliavą galime

apsiūti, jei panaudotume visą juostelę?

b) Kiek kvadratinių decimetrų medžiagos

reiktų tokiai vėliavai?

     
[image: image363.emf]Stačiojo trikampio smailiojo 

kampo sinusas, kosinusas, 

tangentas

Apskaičiuosime smailiojo kampo sinusą, 

kosinusą, tangentą. Iš reikšmių lentelės ir 

skaičiuotuvu rasime laipsniais išreikšto 

kampo sinuso, kosinuso ir tangento 

reikšmes nurodytu tikslumu. 


· Vilija Šileikienė,
Klaipėdos „Ąžuolyno“ gimnazija
10 klasės privalomai pasirenkamasis akademinis modulis A-3 ,,Problemų sprendimas, taikant funkcijų savybes”.

1) Mokiniai suskirstomi į grupes (30 mokinių į 6 grupes). Kiekvienai grupei duodama užduotis:

a) surašyti tiesių tarpusavio padėčių taikymą realiame gyvenime (du mokiniai);

b) paruošti 3–5 skaidres apie kvadratinių funkcijų taikymą realiame gyvenime (skaidrės su nuotraukomis, uduotį atlieka trys mokiniai);

c) vienas grupės mokinys paruošia pristatymą „Tiesinės ir kvadratinės funkcijų taikymas realiame gyvenime“ (neilgiau kaip 3 min).

2) Po pristatymų mokytojas supažindina klasę su modulio programa, tikslais ir uždaviniais.
· Asta Jonuškytė, 

Mažeikių Merkelio Račkausko gimnazija 

10 klasės privalomai pasirenkamasis taikomasis modulis T-4 ,,Kasdieninių situacijų aprašymas lygtimis, nelygybėmis, jų sistemomis“.

Mokydamiesi modulio, mokiniai pastebės, kad dauguma aplinkos reiškinių aprašomi įvairiais raidiniais ir skaitiniais reiškiniais. Supras, kad matematinė simbolika, jos metodai taikomi įvairiose žmogaus veiklos srityse. Mokiniai suvoks, kad žinodami kuo daugiau lygčių ir nelygybių sprendimo būdų sugebės taikyti, tuo didesnį pasirinkimą turės spręsdami įvairias problemas. Modulis turi taikomąjį pobūdį, skirtas susieti gautas žinias su gyvenimiškomis situacijomis.

Mokydamiesi šios temos mokiniai, įtvirtins savo žinias apie lygčių, nelygybių, jų sistemų sprendimo būdus. Mokysis nagrinėti tekstą ir pagal jį susidaryti lygtį ar nelygybę.

Mokinys gebės matematiniais simboliais aprašyti konkrečią situaciją panaudodamas nežinomuosius. Įrašydamas vietoj nežinomųjų skaitines jų reikšmes gebės apskaičiuoti, ar patikrinti sprendimus.

Modulio medžiaga padės susisteminti žinias apie lygtis, nelygybes ir jų sistemas.

Tikslas:
1.Išmokyti spręsti tiesines, kvadratines lygtis, bei jų sistemas.

2.Išmokyti spręsti nelygybes ir jų sistemas.

3.Paprastuose realaus turinio uždaviniuose sudaryti racionaliąsias lygtis ir jas išspręsti.

Uždaviniai:
Mokiniai gebės:
1. Patikrinti ar skaičius yra lygties, nelygybės ar jų sistemos sprendinys.

2. Spręsti tiesines, kvadratines lygtis bei paprasčiausias jų sistemas.

3. Spręsti nelygybes ir jų sistemas.

4. Nagrinėti paprasčiausią tekstą ir pagal jį sudaryti racionaliąją lygtį.

Galima pabandyti sudominti paprasta užduotėle:

Jūs plaukiate upe 5 km pasroviui. Ar galėtumėte pasakyti kokiu greičiu plaukiate valtimi, jei žinote, kad srovės greitis 2 km/h? Ko trūksta, kad galėtumėte atsakyti į klausimą?

Vertinimas: Kontrolinis darbas.
2 PRIEDAS
MOKINIŲ PAŽANGOS ĮSIVERTINIMO PAVYZDŽIAI
· Genė Gedvilienė,
Kelmės Jono Graičiūno gimnazija
Siekiant, kad mokymasis būtų kryptingas ir konstruktyvus, mokiniai supažindinami su tuo, ko jie privalo išmokti, kodėl to mokosi, kuo jiems tai naudinga, kaip tai susiję su dalyko programa ir pasiekimų vertinimo kriterijais. Mokiniai žino, ką reiškia darbą atlikti patenkinamai, gerai ir puikiai. Įsivertinimas yra veiksmingas tada, kai mokiniai supranta mokymosi uždavinius ir užduočių vertinimus. Įsivertindami, mokiniai įgyja daugiau pasitikėjimo savimi.

Įsivertinimo būdai:

1. Mokymasis įsivertinti vertinant kitų darbus. Parašius savarankišką darbą, mokiniai pasikeičia darbais ir ištaiso klaidas pagal duotus atsakymus. Gavęs ištaisytą darbą, mokinys įsivertina.

2. Mokytoja pabraukia klaidas, o mokiniai, gavę darbą, taiso padarytas klaidas ir įsivertina. Jei sutampa mano įvertinimas ir mokinio įsivertinimas, tai pakeliu vienu pažymiu, jei nesutampa, tai sumažinu vienu pažymiu. Labai svarbu, kad mokiniai suvoktų savo darbo stipriąsias ir silpnąsias vietas.

3. Mokiniai įsivertina savo darbą pagal mokytojos pateiktą jau ištaisytą pavyzdį.

4. Mokinių įsivertinimai pamokoje: 

a) šiandien aktyviai dalyvavau pamokoje;
b) šiandien per pamoką pavyko geriausiai atlikti užduotį;
c) mokinio variantas.
5. Pabaigus modulio programą, kiekvienas mokinys pasirašo sau pagyrimus, skatinimus:

a) giriu save už pasiektą geresnį šio modulio įvertinimą;

b) man gerai sekėsi, aš daug sužinojau, išmokau;

c) galėjo sektis geriau, reikėjo daugiau pasistengti;

d) man nepavyko, aš nesistengiau;

e) mokinio variantas.

· Alma Sotkevičiūtė,
Kauno Kovo 11 – osios vidurinė mokykla 

Pamokose naudoju mokinio savianalizės anketas. Jas mokiniai pildo kiekvieno trimestro pabaigoje. Anketoje mokiniai patys įsivertina savo padarytą pažangą, t. y., kaip jie išmoko (labai gerai, gerai, patenkinamai, ar visai neišmoko) to trimestro ugdymo programą. Pildydami anketas mokiniai tarsi dar kartą „prabėga“ per ugdymo turinį, pamato, kas išliko iš to, kas kažkada buvo aišku. Teiginius mokiniams pateikiu pati, jie tik pažymi atsakymus. Išanalizavus šias anketas galima į tai atsižvelgti planuojant tolimesnę veiklą, skiriant pamokų tam tikrų temų pakartojimui, žinių įtvirtinimui ar pagilinimui.

Manau, kad tokias savianalizės anketas galima taikyti ir dirbant moduliais. Tada, baigę kiekvieno modulio programą, mokiniai galėtų įsivertinti savo padarytą pažangą. Palyginę anketos rezultatus su modulio galutiniu įvertinimu mokiniai matytų, ko jiems dar reikia pasimokyti, mažiau jaustųsi „nuskriausti“, nekiltų klausimų dėl per mažų įvertinimų.

Kaip pavyzdį tokios anketos sudariau B – 1 modulio ,,Veiksmai realiųjų skaičių aibėje“ mokinio savianalizės anketą.

Mokinio savianalizės anketa

Modulis B – 1 Veiksmai realiųjų skaičių aibėje
	Aš moku:
	Labai gerai 
	Gerai


	Paten-

kinamai
	Nemo-

ku

	paaiškinti, kokie skaičiai vadinami natūraliaisiais
	
	
	
	

	paaiškinti, kokie skaičiai vadinami sveikaisiais
	
	
	
	

	perskaityti ir užrašyti natūraliuosius ir sveikuosius skaičius
	
	
	
	

	skaičių tiesėje pažymėti sveikuosius skaičius
	
	
	
	

	paaiškinti, kada ir kaip taikomi dalumo iš 2, 3, 5, 9, 10 požymiai
	
	
	
	

	pritaikyti skaičių dalumo požymius nustatant, ar skaičius dalijasi iš 2, 3, 5, 9, 10
	
	
	
	

	surasti dviejų ar trijų skaičių DBD
	
	
	
	

	surasti dviejų ar trijų skaičių MBK
	
	
	
	

	perskaityti dešimtaines trupmenas
	
	
	
	

	užrašyti dešimtaines trupmenas
	
	
	
	

	skaičių tiesėje pažymėti dešimtaines trupmenas
	
	
	
	

	perskaityti paprastąsias trupmenas 
	
	
	
	

	užrašyti paprastąsias trupmenas
	
	
	
	

	skaičių tiesėje pažymėti paprastąsias trupmenas ir mišriuosius skaičius
	
	
	
	

	paaiškinti, kokie skaičiai vadinami racionaliaisiais
	
	
	
	

	paaiškinti, kokie skaičiai vadinami iracionaliaisiais
	
	
	
	

	skaičių tiesėje pažymėti iracionaliuosius skaičius
	
	
	
	

	paaiškinti, kokie skaičiai vadinami realiaisiais
	
	
	
	

	pateikti natūraliųjų, sveikųjų, racionaliųjų, iracionaliųjų, realiųjų skaičių pavyzdžių
	
	
	
	

	atpažinti natūraliuosius, sveikuosius, racionaliuosius, iracionaliuosius, realiuosius skaičius
	
	
	
	

	palyginti sveikuosius skaičius
	
	
	
	

	palyginti dešimtaines trupmenas
	
	
	
	

	palyginti paprastąsias trupmenas
	
	
	
	

	užrašyti realiuosius skaičius didėjimo (mažėjimo tvarka)
	
	
	
	

	paaiškinti, kaip apvalinami skaičiai
	
	
	
	

	apvalinti natūraliuosius skaičius
	
	
	
	

	apvalinti dešimtaines trupmenas
	
	
	
	

	paaiškinti, ką vadiname skaičiaus standartine išraiška
	
	
	
	

	pateikti skaičių, užrašytų standartine išraiška, pavyzdžių
	
	
	
	

	atpažinti skaičius, užrašytus standartine išraiška
	
	
	
	

	užrašyti skaičius standartine išraiška
	
	
	
	

	skaičių, užrašytą standartine išraiška, parašyti natūraliuoju skaičiumi arba dešimtaine trupmena
	
	
	
	

	paprastąsias trupmenas užrašyti (jei galima) natūraliaisiais skaičiais
	
	
	
	

	paaiškinti, kokias trupmenas vadiname periodinėmis
	
	
	
	

	paprastąsias trupmenas paversti dešimtainėmis (baigtinėmis arba periodinėmis)
	
	
	
	

	dešimtaines trupmenas paversti paprastosiomis
	
	
	
	

	suprastinti paprastąsias trupmenas
	
	
	
	

	nurodyti duotam skaičiui priešingą skaičių
	
	
	
	

	paaiškinti, kas yra skaičiaus modulis
	
	
	
	

	apskaičiuoti duoto skaičiaus modulį
	
	
	
	

	apskaičiuoti skaitinių reiškinių su moduliais reikšmes 
	
	
	
	

	atlikti veiksmus su dešimtainėmis trupmenomis
	
	
	
	

	atlikti veiksmus su paprastosiomis trupmenomis
	
	
	
	

	atlikti veiksmus su mišriaisiais skaičiais
	
	
	
	

	nurodyti skaitinio reiškinio su realiaisiais skaičiais veiksmų atlikimo tvarką
	
	
	
	

	apskaičiuoti skaitinio reiškinio su realiaisiais skaičiais reikšmę
	
	
	
	

	į raidinį reiškinį įrašyti skaitines raidžių reikšmes
	
	
	
	

	apskaičiuoti raidinio reiškinio reikšmę
	
	
	
	

	atlikti veiksmus su skaičiais, užrašytais standartine išraiška
	
	
	
	

	pateikti situacijų pavyzdžių, kada yra naudojami sudėties, atimties, daugybos, dalybos veiksmai
	
	
	
	

	atlikti aritmetinius veiksmus skaičiuotuvu
	
	
	
	

	laipsnio su sveikuoju rodikliu užraše nurodyti laipsnio pagrindą, rodiklį
	
	
	
	

	pakelti skaičius duotuoju laipsniu
	
	
	
	

	užrašyti laipsnių su sveikuoju rodikliu savybes
	
	
	
	

	pritaikyti laipsnių savybes skaičiuojant skaitinio reiškinio reikšmes
	
	
	
	

	paaiškinti, ką reiškia ištraukti iš skaičiaus šaknį (kvadratinę, kubinę)
	
	
	
	

	naudojantis skaičiuotuvu ar lentelėmis ištraukti kvadratinę, kubinę šaknis
	
	
	
	

	užrašyti kvadratinės šaknies savybes
	
	
	
	

	apskaičiuoti skaitinių reiškinių su kvadratinėmis ir kubinėmis šaknimis reikšmes
	
	
	
	

	pertvarkant reiškinius pritaikyti kvadratinės šaknies savybes
	
	
	
	

	atskliausti raidinius reiškinius
	
	
	
	

	raidiniame reiškinyje nurodyti panašiuosius narius
	
	
	
	

	sutraukti panašiuosius narius
	
	
	
	

	išspręsti praktinio turinio uždavinius, kuriuose taikomi įvairūs matavimų rezultatai, standartinės išraiškos skaičiai
	
	
	
	

	išspręsti geometrinio turinio uždavinius, kuriuose taikomi įvairūs matavimų rezultatai, standartinės išraiškos skaičiai
	
	
	
	


3 PRIEDAS

BAIGIAMŲJŲ KONTROLINIŲ DARBŲ PAVYZDŽIAI
· Palmira Puzinaitė, Daina Šiukštienė, ekspertai.
Modulis B-4. ,,Funkcija. [image: image365.png]y=kx+by=Ziry=ax’ +bx+c



 grafikai”
Kontrolinis darbas (1 pamoka)
1. Funkcija apibrėžta formule [image: image367.png]fx)=3x+1



. Apskaičiuokite:
a) [image: image369.png]f(2)



; [image: image371.png]f(—3)



;                                                                                              (2 taškai)
b) x, kai [image: image373.png]f(x)




;                                                                                          (2 taškai)
c) su kuria argumento reikšme funkcijos reikšmė lygi [image: image375.png]


.                           (3 taškai)
2. Priklausomybė [image: image377.png]


 išreikšta grafiku. Ar priklausomybė yra funkcija?  (3 taškai)

	a) 
	b)



	c)




3. Duota funkcija [image: image379.png]flx) =2x—4



.
a) Nubraižykite funkcijos grafiką;                                                                       (4 taškai)
b) remdamiesi grafiku palyginkite [image: image381.png]f(3)



 ir [image: image383.png]f(—2)



;                                              (1 taškas)
c) užrašykite taškų, kuriuose grafikas kerta koordinačių ašis, koordinates.    (2 taškai)
	4. Remdamiesi grafiku, nustatykite:

a) funkcijos apibrėžimo sritį;   (2 taškai)

b) funkcijos reikšmių sritį;       (2 taškai)
c) x reikšmes, su kuriomis [image: image385.png]f(x)




 (2 taškai)
d) funkcijos didėjimo intervalus; (2 taškai)  

e) x reikšmes, su kuriomis [image: image387.png]f(x) <0



 (2 taškai) 

(vienetinė atkarpa – vienas langelis)
	

y



1


1

x



5. Duota funkcija [image: image389.png]g(x) =—x*+2x+3.




a) Apskaičiuokite funkciją atitinkančios parabolės viršūnės koordinate               (2 taškai)
b) užrašykite parabolės simetrijos ašies lygtį;                                                        (1 taškas)
c) nubraižykite funkcijos grafiką.                                                                           (4 taškai)
6. Mykolas turėjo nubrėžti šių funkcijų scheminius grafikus:
[image: image391.png]f(x) =—4x—2



; [image: image393.png]h(x)




; [image: image395.png]


;

[image: image397.png]n(x) = ;



; [image: image399.png]m(x) =




; [image: image401.png]g(x) =—x+2



.

Berniukas trijų funkcijų grafikus jau nubrėžė:

	a)



	b)
	c)



Kiekvienam nubrėžtam grafikui priskirkite formulę ir užrašykite funkcijos pavadinimą. 

                                                                                                                                  (6 taškai)

Kontrolinio darbo vertinimo instrukcija

	Užda-vinys
	Taškai
	Vertinimas
	Sprendimai ir stsakymai

	1 a
	1

1
	Teisingai apskaičiuota f(2) reikšmė.

Teisingai apskaičiuota f(–3) reikšmė.
	[image: image402.png]f(2)=3-2+1





[image: image403.png]




	1b
	1

1
	Užrašė lygtį [image: image405.png]3x +




.
Tiksliai apskaičiuota x reikšmė.
	[image: image406.png]3x +





[image: image407.png]



[image: image408.png]




	1c
	2

1
	Supranta, ką reiškia sąvoka „argumentas“,

sudaro lygtį [image: image410.png]3x +





Tiksliai apskaičiuota x reikšmė.
	[image: image411.png]3x +





[image: image412.png]



[image: image413.png]3x

—10




[image: image414.png]



[image: image415.png]




	2
	3
	Po vieną tašką už kiekvieną teisingą teiginį.
	a) priklausomybė nėra funkcija;
b) priklausomybė yra funkcija;
c) priklausomybė nėra funkcija.

	3a


	2

2
	Po 1 tašką už kiekvieno teisingai apskaičiuoto taško koordinates (kai pasirinkti 2 taškai), jeigu lentelėje daugiau reikšmių – vis tiek skirti tik 2 taškus.

Už teisingai nubrėžtą funkcijos grafiką (skirti visus taškus, jei pažymėtos koordinačių ašys, nurodytos vienetinės atkarpos, prie tiesės užrašyta jos išraiška).
	Pvz.,
[image: image416.png]f1)=2-1—4





[image: image417.png]f(3)=2-3—4





Grafikas

	3b
	1
	Už teisingą palyginimą.
	[image: image418.png]f(3) = f(—2)





	3c
	2
	Po 1 tašką už kiekvieną teisingai užrašytą tašką.
	Ox ašį kerta taške (2; 0).

OY ašį kerta taške (0; –4).

	4a
	2
	1 taškas už teisingai užrašytą intervalą (skaičiais).

1 taškas už teisingai užrašytus intervalo skliaustus.
	[image: image420.png]


: [image: image422.png]x € [—6;5).






	4b
	2
	1 taškas už teisingai užrašytą intervalą (skaičiais).

1 taškas už teisingai užrašytus intervalo skliaustus.
	[image: image424.png]


: [image: image426.png]




	4c
	2
	Po 1 tašką už kiekvieną teisingai užrašytą x reikšmę.
	[image: image428.png]


, 

kai [image: image430.png]




	4d
	2
	Po 1 tašką už kiekvieną teisingai užrašytą didėjimo intervalą.
	Funkcija didėja kai

[image: image432.png]


 ir [image: image434.png]x €(3;5)





	4e
	2
	Po 1 tašką už kiekvieną teisingai užrašytą intervalą, kur f(x) < 0.
	[image: image436.png]flx)<0



, kai

[image: image438.png]


 [image: image440.png]




	5a
	2
	Po 1 tašką už teisingai apskaičiuotas viršūnės koordinates: abscisę ir ordinatę.
	[image: image442.png]


;

[image: image444.png]1242-1+3=4




.



	5b
	1
	1 taškas už simetrijos ašies lygties užrašymą.
	[image: image445.png]




	5c
	1

1

2
	Už teisingą sprendimo būdo pasirinkimą (teisingai užpildyta lentelė/kvadratinės lygties sprendimas/simetriškumo pritaikymas).

Teisingai apskaičiuoti taškai/teisingai išspręsta lygtis.

Už teisingai nubrėžtą funkcijos grafiką (skirti visus taškus, jeigu pažymėtos koordinačių ašys, nurodytos vienetinės atkarpos, prie parabolės užrašyta jos išraiška).
	Grafikas

	6a
	3

3
	Po 1 tašką už kiekvieną grafikui teisingai priskirtą formulę.

Po 1 tašką už kiekvieną teisingai parašytą grafiko pavadinmą.
	a) parabolė [image: image447.png]m(x) = x2



;

b) tiesė [image: image449.png]glx)=—x+2



;

c) hiperbolė [image: image451.png]h(x)







Vertinimas
	Lygiai
	Patenkinamas
	Pagrindinis
	Aukštesnysis

	Procentai
	40%
	40%
	20%

	Taškai
	8-12
	13-16
	17-22
	23-27
	28-32
	33-36
	37-40

	Pažymys
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10


· Janina Vidzbelienė, 

Varėnos ,,Ąžuolo“ gimnazija

Modulis B-1 ,,Veiksmai realiųjų skaičių aibėje”
Kontrolinis darbas (1 pamoka)

	1. Kurie teiginiai yra teisingi, kurie – neteisingi?

a) Bet kurių natūraliųjų skaičių suma yra natūralusis skaičius.

b) Dviejų neigiamų skaičių dalmuo yra neigiamas skaičius.

c) Yra trupmenų, kurių suma yra natūralusis skaičius.

d) Skaičiai 1, 2, 3, 5 yra racionalieji skaičiai.

e) Skaičiai 1, 2, 3, 5 yra pirminiai skaičiai.

	2. Apskaičiuokite:
	

	a) [image: image453.png]


;
	d) [image: image455.png]V121+ 3,/0,04 —2,/2,2!





	[image: image457.png]


 ;

	b) [image: image459.png]


;
	e)[image: image461.png]—(—(=1)*)=3-(=2) — |-





	h)[image: image463.png](537 + (63)7)- (1~ =229’



;

	c) [image: image465.png](VI1)’





	f) [image: image467.png](3W12-475)-+3



;
	i) [image: image469.png](V2+1)-V3-(2v3-v2)-v2.





	3. Atlikite veiksmus su standartinės išraiškos skaičiais:

	a) 1,8 ∙ 106 + 9,9 ∙ 105;
	

	b) 2,3 ∙ 107 – 2,03 ∙ 107;
	

	c) (7,06 ∙ 10–5) ∙( 2,5 ∙ 10– 4);
	

	d) (1,6 ∙ 10–3) : (3,2 ∙ 10– 4).
	

	4. Suprastinkite:
	a) [image: image471.png]V180 —+/5;



 

	

	
	b) [image: image473.png](Ve++24)-V6



;

	

	
	[image: image475.png]0) (3-+5)"



 
	

	5.*Panaikinkite iracionalumą vardiklyje:

	
	a) [image: image477.png]<l




 b) [image: image479.png]


 
	

	6.*Apskaičiuokite:
	[image: image481.png]s s
2120z T 3275




 
	


*pažymėta papildomos užduotys (neprivalomos).
· Vilija Šileikienė, 
Klaipėdos “Ąžuolyno” gimnazija
Modulis B – 2 ,,Plokštumos geometrija” 
Kontrolinis darbas (1 pamoka)

1. a) Nubrėžkite atkarpą MN ir šalia jos pažymėkite tašką A. Nubrėžkite atkarpai MN simetrišką atkarpą taško A atžvilgiu. 




 (1 taškas)

b) Nubrėžkite statų trikampį ABC (kampas C status). Per trikampio viršūnę A nubrėžkite tiesę m. Nubrėžkite trikampį AB1C1, simetrišką trikampiui ABC tiesės m atžvilgiu.        
  (1 taškas)

2. Trapecijos ABCD (AB║CD) šoninių kraštinių AD ir BC tęsiniai susikerta taške M. Žinoma, kad AD = 10 cm, BC = 15 cm, DM = 8 cm. Raskite atkarpos CM ilgį.                    (3 taškai)

3. Trapecijos vidurinė linija lygi 18 cm. Trapecijos įstrižainė vidurinę liniją dalija į dvi dalis, kurių ilgių skirtumas 8 cm. Raskite trapecijos pagrindus.                                         (2 taškai) 

4. Iš taško P, esančio šalia apskritimo, nubrėžtos dvi apskritimo liestinės PK ir PL (K ir L – lietimosi taškai). Apskritimo spindulys lygus 8 cm, o atstumas nuo apskritimo centro iki taško P lygus 12 cm, ( KOL = 120°
a) Raskite kampus KPL ir PKL. 


      
    (2 taškai)

b) Apskaičiuokite keturkampio OKPL perimetrą ir plotą.

    (3 taškai)

5. Skritulio spindulys lygus 12 cm, o centrinis kampas EOF = 
[image: image482.wmf]o

60

.Apskaičiuokite išpjovos EOF lanko ilgį ir plotą.


                                                (2 taškai)

6. Trikampio ABC pusiaukraštinės AA1 ir BB1  susikerta taške E. 
AE = 6 cm, EB = 3 cm. Apskaičiuokite atkarpų EA1, AA1 ir BB1 ilgius.
     (2 taškai)

Kontrolinio darbo vertinimas:

Mokiniai buvo vertinami 0,5 taško tikslumu, t. y. 0; 0,5; 1 ir t. t.
	Taškų skaičius
	[1-3,5]


	[4-5,5]
	[6-7]
	[7,5-8,5]
	[9-10]
	[10,5-11,5]
	[12-13,5]
	[14-15]
	[15,5-16]

	Pažymys
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10


1.NUSTATOME TIKSLUS


KO NORIME PASIEKTI?








4. VERTINAME VEIKLAS:


AR PASIEKĖME TIKSLUS?


AR REIKIA JUOS KEISTI?








2. PLANUOJAME UGDYMO PROCESĄ:


KAIP GERIAU SIEKTI TIKSLŲ?





3. UGDYMAS (MOKYMAS, LAVINIMAS, AUKLĖJIMAS IR KT.).


VYKDOME PROCESĄ.





36 km





A





24 km





B











80 km





8:00





2h





B











A





2 km/h





19:00





B





M





T





A





B





P





P





P








�Ko reikia šiuolaikiniam mokytojui? Aktualus mokytojų kvalifikacijos tobulinimo turinys. – Vilnius: Lietuvos prekybos, pramonės ir amatų rūmų asociacija, 2008. P. 18.


� 2007 metų nacionalinis mokinių pasiekimų tyrimas. VIII klasė. Dalykinė ataskaita. – Vilnius: Švietimo plėtotės centras, 2009. P. 45.


� Tarptautinis matematikos ir gamtos mokslų tyrimas 2007. Ataskaita. Matematika 8 klasė – Vilnius: Nacionalinis egzaminų centras, 2008. P. 15.
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Trikampių ir keturkampių klasifikacija, savybės

Klasifikuosime trikampius pagal pasirinktą požymį. Nagrinėsime trikampio nelygybę, trikampio kampų sumą, lygiašonio ir lygiakraščio trikampio savybes, Pitagoro (ir jai atvirkštinę) teoremą, statinio, esančio prieš 30° kampą, savybę, pusiaukraštinių savybes.

Klasifikuosime keturkampius pagal nurodytą požymį. Prisiminsime, kokios yra lygiagretainio, rombo, kvadrato, lygiašonės trapecijos savybės.  
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Trikampių panašumas

	Turistai mieste sustojo prie „ Užupio angelo“ skulptūros. Jie turi šios skulptūros nuotrauką. Kaip turistai naudodamiesi ja, galėtų apskaičiuoti kolonos, ant kurios stovi  skulptūra aukštį, žinodami, kad skulptūros aukštis yra 3,9 m. ? 
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Panašūs daugiakampiai.

	Dominykas nori atspausdinti nuotrauką ir įdėti i stačiakampio formos rėmelius. Jis girdėjo, kad paveikslo rėmeliai atrodo geriausiai, jeigu jo matmenys atitinka auksinę proporciją. Kokio pločio rėmelius turėtų užsakyti Dominykas, jeigu jo norimų rėmelių ilgis a=32 cm.? Atsakymą parašykite vieno centimetro tikslumu.
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Panasis daugiakampiai.






Stačiojo trikampio smailiojo kampo sinusas, kosinusas, tangentas

	Apskaičiuosime smailiojo kampo sinusą, kosinusą, tangentą. Iš reikšmių lentelės ir skaičiuotuvu rasime laipsniais išreikšto kampo sinuso, kosinuso ir tangento reikšmes nurodytu tikslumu. 
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Nagrinėsime, panašių figūrų ilgių, perimetrų, plotų kaitą

	Mūsų šalies vėliavos pločio ir ilgio santykis 3 : 5 . 

a) Vėliavos kraštams apsiūti turime 5,4 m. juostelės. Kokių matmenų vėliavą galime apsiūti, jei panaudotume visą juostelę? 

b) Kiek kvadratinių decimetrų medžiagos reiktų tokiai vėliavai?
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~—ploty kaita
Wt Ssbes vl pcio ¥ igo sanykis
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Trikampių panašumo požymiai 

	Tomas 70 cm. atstumu nuo akių laiko rankoje 2 cm. skersmens monetą. Ši moneta uždengia 5 m. aukščio stulpą. Kokiu atstumu Tomas stovi nuo stulpo? Atsakymą pateikite metrais.
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pozymiai

Tomas 70 cm. ststumy nuo ki lsko
rankoje 2 cm. skersmensmoneta. 51
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Apskritimas, liestinė, kirstinė. Liestinės savybė 

	Gediminas skritulio formos paveikslėlį pakabino ant sienos virvutėmis taip, kaip pavaizduota piešinyje. Apskaičiuokite, kiek reikės virvutės, jei paveikslėliui pritvirtinti papildomai reikia 10 % virvutės ilgio. Paveikslėlio skersmuo 24 cm., o tarp šoninių virvučių susidaro 60° kampas. Atsakymą pateikite 0,1 cm. tikslumu. Šonines virvutes laikykite apskritimo liestinėmis. 
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Skritulio išpjova, nuopjova

Pavaizduosime  brėžinyje apskritimo skersmenį, stygą, apskritimo lanką, liestinę, kirstinę, skritulio išpjovą, nuopjovą, centrinį kampą. 

 Apskaičiuosime skritulio, skritulio išpjovos, nuopjovos plotą.
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Trikampio ir trapecijos vidurinė linija

	Kopėčių pakopos prikaltos vienodais tarpais viena nuo kitos prie dviejų lygiagrečių atramų. Apskaičiuokite pakopų BF, DH ilgius, jei žinoma, kad AE= 50 cm, o CG=56 cm.
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PLOKŠTUMOS GEOMETRIJA

Matematikos modulis B-2
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